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Kapitola 1
Uvod

Charakteristika: MCMC je tiida algoritmu umoznujici simulovat slozité stochastické systémy.

Idea: Kdyz chceme generovat z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni, tak zkonstruujeme markovsky
fetézec, jehoz staciondrni rozdéleni je pozadované rozdéleni. Simulujeme markovsky fetézec a po do-
statetné velkém poctu kroku dostaneme piiblizné vybér z daného rozdéleni, pokud jsou splnény jisté
predpoklady na fetézec, které zaruci, ze limitni rozdéleni existuje a splyva se stacionarnim.

Otazky: Kolik je dostatecné velky pocet kroku? Jak zkonstruovat takovy markovsky fetézec?

Odpovédi: Konstrukce markovského fetézce s danym stacionarnim rozdélenim neni tézka, existuje fada
Existujil MCMC algoritmy, které daji presny vybér z limitniho rozdéleni (tzv. perfektni simulace), a to
v konetném case, ktery je ovsem nahodny. Navic je to za cenu dodateénych vypoctu.

Pouziti:
e moznost generovat vybéry z komplikovaného modelu, ktery nas zajima,

e kromé toho lze MCMC metody vyuzit k vypoctu slozitych (typicky vicerozmérnych) integralu.
Dejme tomu, ze chceme numericky spocitat fx h(z)f(z) dz, kde h je néjakd funkce a f je hustota
néjakého rozdéleni na prostoru X. Vytvoiime markovsky fetézec se staciondrnim rozdélenim f
a simulujeme jeden béh X;, Xo,... tohoto fetézce. Po jistém case T mame hodnoty z rozdéleni
pfiblizného f. Dany integral pak aproximujeme pomoci % 15T;T1Y+1 h(X¢). Vyuzivdme silny zdkon
velkych ¢isel pro markovské Fetézce (X; nejsou nezdvislé, jisté predpoklady jsou nutné — ergodicita).
Vypocty takovychto integrilu se objevuji pii statistické analyze modelu (maximélni vérohodnost,
bayesovska statistika).

e Metoda simulovaného zihan{ se pouziva pro optimalizaci (hleddn{ argumentu maxima néjaké funkee).

Teoreticky zaklad: K pochopen{ simulace metodami MCMC je tfeba rozumét vlastnostem markovskych
fetézcu s diskrétnim ¢asem a obecnou mnozinou stavu (prostor X je vétsinou nespocetny). K analyze
generovanych dat jsou potfebné postupy matematické statistiky.

Historie:

e Prvni MCMC algoritmus byl vyvinut pro aplikace ve statistické fyzice — Metropolis a kol. (1953)
[23] simulovali tekutinu v rovnovéze s plynnou fdzi. Aby mohli zkoumat rovnovazny stav, simulo-
vali dynamiku systému, ktery k nému vede. Nédpad: mohu simulovat i jinou dynamiku se stejnym
rovnovaznym stavem.

Zobecnéni algoritmu — Hastings (1970) [13], tzv. Metropolis-Hastingsuv algoritmus.

e Resen{ optimalizacnich problému metodou simulovaného zihdni — Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi
(1983) [19], Cerny (1985) [3].

e Aplikace na statistické problémy poprvé az v 80. letech 20. stoleti (Gibbsuv vybérovy plén, nezdvisle
na piedchozim): Geman, Geman (1984) [8] — restaurovani digitdlnich obrazku. Gelfand, Smith
(1990) [7] — rozsifeni mimo oblast prostorové statistiky do obecné bayesovské statistiky.

e Teorie MCMC az v 90. letech: Geyer (1992) [9], Tierney (1994) [37].



e Zobecnéni pro simulovani z rozdéleni definovaného na sjednoceni prostori ruzné dimenze
— Green (1995) [11], tzv. Metropolis-Hastings-Greenuv algoritmus.

e Propp, Wilson (1996) [28] — tzv. perfektni simulace umoznuje simulovat vzorky piimo ze sta-
cionarniho rozdéleni, ne jen z jeho aproximace.

e V poslednich 25 letech nejvétsi rozmach diky lepsi vykonnosti pocitacu a sirokému mnozstvi aplikaci
v ruznych oborech.

Aplikace: vsude, kde se vyskytuji pravdépodobnostni modely, které vedou k slozitym rozdélenim (vétsinou
na prostorech velké dimenze) pfindSejicim vypocetni problémy.

(a) statistickd fyzika: modely ruznych fyzikélnich systémi, studium fazovych prechodi.
Tlustracni priklad: Isinguv model (1925) [14] — matematicky model pouzivany ve statistické me-
chanice. Uziva se jako zjednoduSeny model feromagnetismu nebo k modelovani chovani kapa-
lin a plynu. Uvazujme étvercovou koneénou miiz. Kazdému vrcholu x mfize je pfifazena hod-
nota {(z) € {—1,+1} (orientace rotace atomu). Definujme hamiltonidn H(§) = =3, _, £(2)€(y),
kde = ~ y znaci, Ze x a y jsou sousedé na miizi (uvazujeme periodické okrajové podminky).
Pravdépodobnost konfigurace £ je mg(§) = Z%e’BH ()| kde parametr 8 > 0 se nazjvé inverzni
teplota a Zg je normujici konstanta. Pro 8 = 0 mé kazd4 konfigurace stejnou pravdépodobnost,
jednd se o ndhodné piifazeni —1 a +1 vrcholum mfize. Pro f > 0 mé vétsi pravdépodobnost kon-
figurace, kde se sousedi pfitahuji. Pro 8 — oo pfevlada jeden stav. Na levém obrazku je simulace
modelu na miizi 10 x 10 pro 8 = 0, zatimco na pravém pro S = 0.5, ¢erné kolecka predstavuji
vrcholy s hodnotami +1, bilé s hodnotami —1. Pro Isingliv model v Z2 je kritickd hodnota, kdy
dochézi k tzv. fazovému prechodu, rovna 8 = G, = %1og(1 +v/2) = 0,441 (analyticky spoctena
Omnsagerem [27], 1944). Pro 8 > f. je kov magnetizovany, pro 8 < f. je neuspoiddany (vice
ruznych rovnovaznych stavi, oba spiny zastoupeny stejné). Zobecnéni: obecnéjsi graf nez miizka;
energie odpovidajici dvojici spinu (hrané grafu) muze byt obecnéjsi nez £(z)&(y); vétsi dimenze;
vnéjsi magnetické pole (v definici H).
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(b) informatika: pfiblizné uréeni{ poctu prvku velké mnoziny (¢itaci problémy), uméld inteligence,
optimalizacn{ problémy (napi. problém obchodniho cestujiciho), studium zndhodnénych algoritmu
(chovéni pro rostouci velikost problému).

Tlustraéni priklad: hard-core model — méjme graf G = (V, F), kazdému vrcholu grafu je pfifazena
hodnota 0 nebo 1. Zajimaji nas takové konfigurace, kde dva vrcholy spojené hranou nemaji hodnotu
1 zaroven. Kolik je piipustnych konfiguraci? Jaky je stfedni pocet jednic¢ek v ndhodné piipustné
konfiguraci? Pro n vrcholu je vSech moznych ptitazeni 0 a 1 celkem 2™. Pro velké n nemozné pocitat
pifmo. Napft. pro n = 64 (mifz 8 x 8) je 264 = 1,8 - 109, coz presahuje moznosti poéitaéii. Proto se
simuluje ndhodné pfipustna konfigurace metodami MCMC.

Tlustracéni priklad: ndhodna g-obarveni — kazdy vrchol grafu mé jednu z ¢ barev tak, aby sousedé
neméli stejnou. Pro rovinny graf stac¢i ¢ = 4, aby mnozina v8ech g-obarveni byla neprazdné. Kolik
je v8ech g-obarveni?

(¢) prostorova statistika: vzorky z prostorovych stochastickych modeli — bodové procesy, ndhodnd pole.



(d) aplikovand statistika: pfedevsim bayesovsky kontext — lze formulovat statistické modely, které by
jinak nebylo mozné efektivné analyzovat (pouziti v obrazové analyze, grafickych modelech nebo pfi
detekci zmény). Uplatnén{ pro statistickou inferenci pro problémy v biostatistice, genetice, epide-
miologii nebo finanéni matematice (GARCH modely).

Tlustracni priklad: dekédovani Sifrovanych vézenskych zprav dle [4]: hledd se spravna dekédovaci
funkce f: {Sifrovaci abeceda} — {normdlni abeceda}. Jazyk je modelovan jako markovsky fetézec.
Pravdépodobnosti pfechodu mezi pismeny odhadnuty pomoci ¢etnosti pies néjaky standartni text
a ulozeny v matici M. Funkce PI(f) = [], M(f(si), f(si+1)), kde s; postupné probihd symboly
zakdédované zpravy, definuje tzv. piijatelnost funkce f. Dobra dekédovaci funkce f by méla mit
vysoké hodnoty PI. f maximalizujici Pl se najde pomoci nasledujictho MCMC algoritmu:

e Zacni s néjakou pocatecni hodnotou f

e Spocti PI(f).

e Zmén f na f* tim, ze prohodis dekédovani dvou nahodné zvolenych symbolu.

e Spocti PI(f*); pokud je vétsi nez PI(f), pfijmi f*.

e Pokud je PI(f*)/PIl(f) <1, piijmi f* jen s psti PI(f*)/Pl(f), jinak zustan v f.
Funguje to. Pro¢ a dalsi podrobnosti viz dalsi kapitoly.

Literatura: Literatura o MCMC je velmi rozsdhla, zminime tedy jen nékolik zakladnich zdroju. Vyborna
je prehledové kniha [2], kde lze rovnéz nalézt odkazy na dalsi literaturu. Pro bayesovské aplikace jsou
dobré [29], [6], pro pouziti v prostorové statistice [25], [26]. [18] obsahuje pékny ivod do perfektni simulace,
[12] je dobfe citelnd kniha vysvétlujici MCMC algoritmy pro problémy na koneénych stavovych prostorech.



Kapitola 2

Simulace

Zde zminime pouze zdklady, zdjemce o podrobnosti mohou nav§tévovat prednasku prof. Antocha
Simulacéni metody.

Pii ndhodnych simulacich se vyuzivd generdtor pseudondhodnych cisel (jsou vytvorend determi-
nistickym algoritmem, ale majf{ vlastnosti jako ndhodn4 ¢isla). Budeme predpokladat, ze mame dobry ge-
nerator z rovnomeérného rozdéleni na [0, 1], mél by mit tyto vlastnosti: ndhodnost (rovnomérnost a nekore-
lovanost), dlouhd perioda, vypocetn{ efektivita, opakovatelnost (nastaveni seed), pienositelnost (na ruzné
pocitace), homogenita.

2.1 Primé metody

1. simulace ndhodnych veli¢in s diskrétnim rozdélenim: (zg,px), k= 1,2,...

(a)

(b)

obecnd metoda: interval [0, 1] rozdélime na disjunktni podintervaly

n—1 n
L =[0,p], In= (Zpk,z:pk] pron > 1.
k=1

k=1

Tedy kazdé hodnoté z;, piislusi interval I délky odpovidajici pravdépodobnosti py. Necht
U ~ R(0,1), pokud U € I, pak x, je vybér z daného rozdéleni. V praxi je podstatné, kolik
porovnani provedeme pro nalezeni takového n. Nejpfirozenéjsi je pouziti while cyklu (syntaxe
jako v R):

k <= 1; u <- runif(1); s <- pl[1];

while (s<u) { k <- k+1; s <- s+pl[k]; }; print(x[k]);

Predpokladame, ze ve vektorech p a x jsou ulozeny pravdépodobmnosti py a hodnoty zj. Pro
tuto situaci je nejvyhodnéjsi, kdyz xj jsou sefazeny od nejvétsi pravdépodobnosti k nejmensi.
Pokud veli¢ina muze nabyvat spocetné mnoha hodnot, nelze mit p a x ulozeno jako vektor. Je
mozné pravdépodobnosti pi, pocitat v kazdém kroku cyklu (¢asto se s vyhodou pouzije znalost
predchozi hodnoty pravdépodobnosti).

Priklad: simulace z Poissonova rozdéleni.

vyuziti interpretace nebo vlastnosti daného rozdéleni.

Priklady: binomické (soucet alternativnich), geometrické (¢ekdni na prvni uspéch), Poissonovo
(definice Poissonova procesu pies exponencidlni pirustky).

2. simulace ndhodnych veli¢in se spojitym rozdélenim: hustota f(z), distribuéni funkce F(z), kvanti-
lové funkce F'~1(u)

(a)

inverzn{ metoda: pokud U ~ R(0,1), pak F~Y(U) ~ F.

Diikaz: P(F~Y(U) < z) =P(U < F(x)) = F(z).

Pozn.: metoda (a) u diskrétniho rozdéleni odpovida této metodé.
Priklad: —%logU ~ Exp(\).



(b) vyuziti interpretace daného rozdéleni.
Priklady: T'(n, \) pro n € N lze simulovat jako soucet exponencialnich, 2 jako soucet druhych
mocnin nezdvislych normélnich (jednd se o I'(n/2,1/2)).

(c) transformaéni metoda: vhodnd transformace ze zndmych.
Priklad: normalni N (u, 0?) — Box, Muller: v/—2log U; cos 2mUs, /—21log Uy sin 27Us ~ N(0,1)
nezavislé, kdyz Uy, Us ~ R(0,1) jsou nezdvislé. Jde vlastné o to, ze se dvojrozmérnd hus-
tota normélnfho rozdélen{ piepise do poldrnich soufadnic. Kdyz X ~ N(0,1), tak g+ oX ~
N(u,0?). Zména polohy a méiftka je jednoducha transformace, kterd se dd vyuzit v mnoha
jinych rozdélenich.

3. simulace ndhodnych vektoru

(a) transformace: vhodnd transformace z ndhodného vektoru, ktery umime simulovat (nejcastéji
s nezavislymi slozkami).
Priklad: normélni Ny(p,¥) — nalezneme-li matici A (tzv. odmocninovd matice) takovou, ze
¥ = AAT | pak mizeme vyuzit toho, ze pokud X ~ Ny(0, 1), tak Y = p+ AX ~ Ng(p, 3).
K nalezeni odmocninové matice lze uzit Choleského rozklad (A bude dolni trojihelnikovd).
(b) vyuziti interpretace daného rozdéleni.

Priklad: Wishartovo rozdéleni (zobecnéni I'-rozdéleni) — kdyz X7, ..., X,, je vybér z Ng(u, %),
tak > i (X —pu)(X; — )T ~ Wa(n/2,571/2). Pro d = 1 se jednd o 02x2, obecné je Wi (o, )
presné I'(«a, B).

2.2 Zamitaci metoda

Uvazujme méfitelny prostor A’ se og-kone¢nou mirou p. Chceme simulovat ndhodny element z rozdéleni
dané hustotou f vzhledem k p.

Lemma 2.2.1. Simulace X ~ f je ekvivalenind simulaci (X,U) z rovnomérného rozdéleni na mnoZiné

{(z,u) : 0 <u< f(x)}.

Diikaz: Kdyz (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(z)}), pak margindlni rozdéleni X je f(x). Naopak kdyz
méme X ~ f a vygenerujeme U ~ R(0, f(X)), tak (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(z)}), protoze
[ u) = flu|2)f(x) = 1.

Y

O

Pokud neumime generovat rovnomérné z oblasti {(z,u) : 0 < u < f(x)}, tak muzeme generovat z vétsi
a omezit se jen na body, které padnou dovnitf.

Predpokladejme, ze zname hustotu f az na normujici konstantu, tj. zndme f* = c¢f a ¢ nezndme.
Méjme pomocnou hustotu g spliwujici f*(z) < Mg(x) pro vsechna z € X. Predpoklddejme, Ze zndme
konstantu M a ze z hustoty g umime jednoduse simulovat. Potom muzeme definovat nésledujici algoritmus
simulace z rozdéleni s hustotou f.

Algoritmus 2.2.2. Zamitaci metoda (rejection method):
1. generuj X ~ g,
2. generuj U ~ R(0,1) nezdvisle na X,

3. kdyz U < %ﬁ%, tak poloz Z = X, jinak se vrat na 1.



x

Pozn.: Pro omezené hustoty na omezené mnoziné lze volit g konstantni (jako na obrdzku). Potom staci
v prvnim kroku generovat z rovnomeérného rozdéleni. Tato volba ovSem muze byt velmi neefektivni.

Véta 2.2.3. Hodnota Z z algoritmu 2.2.2 predstavuje vybér z f. Pocet iteraci predchdzejicich jejimu

vygenerovani md geometrické rozdéleni s parametrem ;. To znamend, Ze ocekdvany pocet iteraci pro

M

vygenerovdni Z je <.

Diikaz: Ukdzeme, ze podminéné rozdéleni [X | U < Ajjg((XX))] m4& hustotu f:

(X —
“(X) ) IP’(U < Mg((X)) | X —x) g(x)
)

f _
Mg(X)

g (x U= P (U < £ 1 X= w) 9(z) p(dz)

) f A’j;g((‘?)g(x
@
J (@) pda)

Vyuzili jsme Bayesovu vétu. Z véty o uplné pravdépodobnosti pak dostaneme pravdépodobnost ptijeti

P(v=in0) = /2 (V< a0 1 X =) s

— [ {2t utan) =

O

Pozn.: U g rovnéz neni nutné znat normujici konstantu. Dulezitd je znalost konstanty M, kterou neni
vzdy lehké urcit! Urcuje efektivitu algoritmu (¢im bliz ¢, tim 1épe). Aby bylo mozné zamitaci metodu
pouzit, tak f/g musi byt omezené, to znamend, ze g musi mit tézs{ chvosty nez f, napi. simulace N(0,1)
pomoci Cauchyho rozdéleni (ne naopak).

Priklad: simulace ndhodného vektoru s FGM (Farlie, Gumbel, Morgenstern) rozdélenim, které je dané
hustotou f(x,y) = g1(2)g2(y)(1 + A(2G1(z) — 1)(2G2(y) — 1)), kde —1 < A < 1 a g; resp. G; jsou hustota
resp. distribuéni funkce néjakych ndhodnych velicin (i = 1,2). Plat{ f(z,y) < 2g1(x)g2(y), tedy M = 2,
¢ =1 a pravdépodobnost pfijeti je 1/2.

2.3 Smeésovaci metody

Na rozdil od zamitaci metody ted cilovou hustotu f ,aproximujeme zespodu“. V podstaté vyuzivdme
rozkladu f(z) = > p;fi(x), kde Y p; =1 a f; jsou hustoty, ze kterych umime simulovat.

Priklad: dvojné exponenciélni rozdéleni — f(x) = (f1(z)+f1(—x))/2, kde fi(x) je hustota exponencidlniho.
Priklad: studie robustnosti: X ~ N(u,0?) s psti (1 —¢€) a N(u + a,0?) nebo N(u, ko?) s psti e.

Obecné jsou smésovaci metody zalozené na vztahu f(z,y) = f(x | y)f(y). Pokud je smés Y diskrétni
dostavame predchozi vyjadieni. Vsimnéme si, Ze nepotiebujeme znit marginalni rozdéleni f(zx).
Priklad: pro t-rozdéleni s n stupni volnosti je X | Y =y ~ N(0,n/y), Y ~ x2. Pro d-rozmérné t-rozdélen{
s n stupni volnosti a matici ¥ je X | Y =y ~ Ng(u,nX/y), Y ~ x2.



2.4 Monte Carlo integrace a Importance sampling

Cilem je vycislit integral E¢h(X) = [, h(x)f(x) u(dz). Monte Carlo integrace je zaloZena na simulaci
Xi,...,X,, iid. s hustotou f a aproximaci daného integrdlu primérem h,, = L E;nzl h(X;), ktery
podle silného zdkona velkych ¢isel konverguje k Erh(X).
Vime, ze var hy, = - var h(X1) lze nestranné odhadnout pomoci
- 1 i L )2
”m—m;( (@) = hn) "

7Z centrélni limitni véty a Sluckého lemma plyne, ze pro velkd m mé hon B/ MX)

ptiblizné N (0, 1) rozdéleni.
Muzeme tak sestrojit pfiblizné intervaly spolehlivosti pro aproximaci integralu E h(X). Nasimulovany
vybér Xi,...,X,, se d& pouzit opakované pro ruzna h.

Ovsem ne vzdy je optimdln{ simulovat pfimo z f (nékdy to ani neumime). Alternativni pfistup je
tzv. importance sampling zalozeny na vztahu

Um

E(x) = [ (0@ 22 o) utao),

Pro vy¢isleni E¢h(X) se nyni pouzije aproximace

ih(xj)f(Xj), (2.1)

kde X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou g (tzv. importance hustota). Pokud suppg 2
supp f (f(z) > 0= g(z) > 0), tak (2.1) konverguje k E;h(X) podle silného zakona velkych ¢isel.

Hustota g muze byt teoreticky libovolnd, ale je vhodné, aby méla nasledujici vlastnosti:

1. jednoduse se z ni simuluje (nebo mame k dispozici vybér z g),

2. jednoduse se da spocitat g(x) pro libovolné z,

3. f h(m)g%“;))2 u(dz) < oo, coz zajist{ koneény rozptyl (2.1). D4 se ukédzat (z Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti), ze rozptyl (2.1) je minimalni (dokonce roven 0) pro g(x) o h(z)f(z), kde o< znaci
rovnost az na multiplikativni konstantu. Proto je dobré, kdyz g je blizkd ch(x)f(x).

4. Kdyz sup f/g = o0, tak velky vyznam je ddvén nékolika mélo hodnotam X, pro které je podil f/g
velky, proto neni dobré, kdyz g méd lehké chvosty (napf. norméln{ rozdéleni). Kdyz
sup f/g = M < oo, tak lze uzit zamitaci metodu pro simulaci pfimo z f.

Pokud nezndme normujici konstanty u f a g, tak lze pouzit samonormugici (selfnormalised) importance
sampling:

(2.2)

Podle silného zdkona velkych ¢éisel konverguje (2.2) k

S @) f @)9@)/g" () plda) _ (er/eoBh(X) _ g oy

[ (@)g(x)/g*(x) p(dx) cr/eq

kde ¢y = f*/f a ¢y = g*/g. Misto nestrannosti ted mame pouze asymptotickou nestrannost (2.2).

Vyhoda MCMC je, ze misto generovani nezédvislych vzorku (= realizaci X;), coz muze byt tézké,
generujeme markovsky Fetézec. Zavislosti v markovském Tetézci zpusobi véts{ rozptyl statistiky (2.1)
resp. (2.2), ovéem ten muze byt snizen vétsim poctem m vygenerovanych vzorka.



Kapitola 3

Bayesovska statistika

Existuje specidlni prednaska Bayesovské metody.

3.1 Bayesova véta

Ve statistice obvykle pracujeme s pozorovanim x, které se povazuje za realizaci ndhodného elementu X
v néjakém méritelném prostoru (X, X). Predpokladd se, ze X md rozdéleni s hustotou f(z | ) vzhle-
dem k o-konecné mife p. O funkei f(x | §) se mluvi také jako o vérohodnosti (likelihood). V klasickém
parametrickém piistupu je # € © € B(RY) vektor neznamych hodnot. Oproti tomu bayesovsky pifstup
povazuje 0 za d-rozmérny nahodny vektor s hustotou vuci néjaké o-koneéné mire v. Bayesovsky pristup
je zalozen na kombinaci historické informace o parametru 6 a pozorovanych dat. Informace o moznych
hodnotéch 6 pfed experimentem ur¢uje apriorni (prior) hustota w(6). Aposteriorni (posterior) rozdéleni
0 za podminky X = z je pak dano Bayesovou vétou

B (CI 1)) N

pokud je jmenovatel nenulovy. Pro uzit{ zamitac{ metody nebo importance samplingu znalost 7(6 | z) az
na normujici konstantu staci, tedy pro tyto metody neni nutné znat jmenovatel presné.

Pokud bychom nyni uvazovali nové nezavislé pozorovani y spojené s 6, pouzijeme 7 (6 | ) jako apriorni
hustotu pro 6 a opétnou aplikaci Bayesovy véty dostaneme nové aposteriorni rozdéleni. Neni tézké ukézat,
7e vysledek nezdvisi na potradi, v jakém pozorovani zpracovavame (viz cviceni).

Muzeme si vSimnout, Ze u 7(6) se nemusi specifikovat normujici konstanta — ve vypoétu «(6 | )
se zkrati. Pokud je jmenovatel koneény pro p-s.v. & € X, lze pouzit i nevlastn{ hustotu = (0), tj.
Jm(0)v(df) = .

Pokud neméame predstavu o apriornim rozdéleni, je obvyklou volbou neurcité apriorni rozdéleni
(m(0) je konstantni). Ne vzdy je ale mozné ho pouzit, protoze neurcité nevlastni apriorni rozdéleni muze
vést na nevlastni aposteriorni rozdéleni.

Priklad: X | 6 ~ R(0,0), 7(d) = 1,0 > 0, pak [ f(z | §)7(6)df = [ d6.
Jak vypada neurcité rozdéleni rovnéz zavisi na parametrizaci.

Ptiklad: Bud X | @ ~ Binom(6,n), () = 1,0 € (0,1). Po reparametrizaci ¢ = 6% dostanu m(¢) = ﬁ,

coz neni rovnomérné rozdéleni.

Neurcité apriorni rozdéleni, které nezavisi na parametrizaci 6, je dano tzv. Jeffreysovou hustotou

(Jeffreys’ density) ©(0) = +/det I(6), kde

1(0);; = —Eq (31%59(;3 16) 310gafg(f | 9))

je Fisherova informaé¢ni matice o 6.

V bayesovské statistice je statisticka inference zalozena na aposteriornim rozdéleni §. Jakmile ho
mame, tak nas vétsinou zajimaji jeho charakteristiky, které shrnuji informaci o rozdéleni 6, napf. apo-
steriorni strednd hodnota (posterior mean) je E[f | X = x| nebo aposteriorni rozptyl (posterior variance)
jevar[f | X = z]. K vypoctu aposteriorn{ sttedni hodnoty néjaké funkce 6 je tieba se vyporadat s (vétsinou



vicerozmérnym) integralem typu [ h(0)m (0 | z) v(df). Ten lze analyticky spocitat jen v nekterych specidlnich
pripadech, proto se musi vyuzit numerické integrace, Monte Carlo integrace, asymptotické aproximace
nebo nejéastéji MCMC metod.

3.2 Konjugovana rozdéleni

Definice 3.2.1. Rekneme, Ze P je systém hustot konjugovanych (conjugate) s f(z | 0), pokud pro kazdé
w(8) € P jem(0|x) € P pro s.v. x.

Pozn.: Ziejmé systém vSech hustot je konjugovany s libovolnym modelem pro pozorovani. Definice kon-
jugovanych rozdéleni je uzite¢na pouze pro rozumné velké t¥idy hustot.

Priklad: Ti{da normalnich rozdélen{ je konjugovand pro normdln{ pozorovani se zndmym rozptylem (viz
cvicenf).

Vyhoda konjugovanych rozdéleni spo¢iva v tom, ze pfechod od apriorniho k aposteriornimu je pouze
zména parametru bez nutnosti dalsich vypocta. Neboli aktualizace rozdéleni 6 je jednoduché. Na druhou
stranu nevyhodou je jisté omezeni na volbu apriorniho rozdéleni. Konjugované rozdéleni nemusi byt
vhodnou volbou pro dany problém. Je tieba volit kompromis mezi realitou a vypocetni zvladnutelnosti.

Popiseme moznou konstrukei systému konjugovanych hustot pro exponencidlni rodinu (exponential
family) rozdéleni, tj. rozdéleni s hustotou tvaru

d
f]0) =exp{ Y e;(0)T;(x) + A(O) + B(x) . (3.1)

j=1
Tvrzeni 3.2.1. Systém hustot
w(0) = C(aq,...,aq4,8)exp Za]c] ) + BA(0)

je konjugovany s f(x | 0) dangm (3.1).

Dikaz:

d
m(0 | x) o< f(x|0)w(f) oxx exp ch(O)Tj(ar) + A(6) p exp Zajcj + BA(H)

j=1
d

=exp 4 > (a; +Tj(@)e;(0) + (8 + 1)A(6)

j=1
]

Mnoho pouzivanych rozdéleni je exponencidlniho typu (napf. normdlni, T', binomické, Poissonovo).
Do exponencialni rodiny nepatii napi. rovhomérné nebo t-rozdéleni.

S rostouci dimenzi a komplikovanosti modelu je tézsi obdrzet konjugovana rozdéleni. Pro vicepara-
metrické modely hraje v MCMC metodéch dulezitou roli tzv. podminénd konjugovanost (conditional
conjugacy). Pro 8 = (61,...,604) polozme 0_;, = (01,...,0;—1,0;41,...,04), i = 1,...,d. O podminéné
konjugovanosti parametru ¢; mluvime, pokud =« (6; | 0_;) a w(6; | =,0_;) jsou stejného typu pro i €

,...,d}.

Priklad: Kdyz apriorni rozdéleni m4 nezdvislé slozky (w(0) = m1(61) - - - m4(64)) a marginaln{ slozky m;(6;)
jsou konjugované s f(z | 6;), pak dostdvdme podminénou konjugovanost.

Pozn.: Existuji priklady podminéné konjugovanosti, kdy slozky apriorniho rozdéleni nejsou nezavislé.
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3.3 Hierarchické modely

V hierarchickych modelech (hierarchical models) je apriorni rozdéleni specifikovédno ve vice stupnich.

Priklad: Klasicky model linedrni regrese, kde nezavisla pozorovani Yi,...,Y, maji normalni rozdéleni,
ma tvar
2 .
}/i:xilﬂl+"'+mid/6d+0'€ia 221,...,71,

kde x;1, . .., xiq jsou vysvétlujici proménné pro i-té pozorovani, 31, ..., Bg jsou regresni koeficienty, chyby
£; jsou nezavislé s normovanym normalnim rozdélenim N(0,1) a 02 > 0 je rozptyl. Maticovy zdpis je

Y ~ N, (XB,77'1,,),

kde Y = (Y1,....Y,)", 8= (B1,...,Ba)", X = (wi;) je matice typu n x d, disperze 7 =02 >0 a I, je
jednotkova matice fadu n.

V bayesovském piistupu musi byt model doplnén o apriorni rozdéleni pro parametry (3, 7). Budeme
uvazovat, ze B a T jsou apriorné nezavislé, 3 ~ Ng(bo, Bo) a 7 ~ T'(ng/2,n002/2), coz je ekvivalentn{
tomu, ze ngod/o? ~ X7210‘ Aposteriorni rozdéleni, které muzeme vyjadiit z Bayesovy véty, je kompliko-
vaného tvaru. Nelze oc¢ekavat, ze v tomto piipadé budeme mit konjugovanost. OvSem dostat podminéna
aposteriorn{ rozdélen{ nenf tak slozité (viz cviceni):

B ‘ Yy, T~ N(blaBl) a T ‘ yvﬁ ~ F(n1/27nlo’%/2)7

kde by = By (B *bo +7XTy), By' = By' +7XTX, ny =ng+nanio? = (y— XB) (y — XB) + nood.

Apriorn{ rozdéleni bylo uréeno pomoci hyperparametrii by € R%, By € R¥*4 ng € N, 02 > 0, které
se poklddaji za zndmé konstanty. Nékdy muze byt vhodné tyto parametry povazovat rovnéz za ndhodné.
Apriorni rozdéleni je pak dano ve vice krocich. Jako ptiklad budeme nyni uvazovat dvoustupiiovy model
normdln{ regrese (two-stage normal regression model). Predpokladejme, ze vektor S je specifikovén pomoci
regresniho modelu s vysvétlujicimi proménnymi Z;;, ¢ = 1,...,d, j = 1,..., da regresnimi koeficienty
Bi,..., de Cely model (viz [21]) mé potom maticovy tvar

Y | B,7 ~ No(XB,771,),
B| B~ Na(XB,Co),
T~T (T;O’ n020(2)) )
)

B ~ Nj(bo, Bo),

kde Cy € R¥*4 B, € R‘ixg, no € B, 03 > 0 jsou znamé hyperparametry. Sdruzend hustota (Y,B,B,T)
proto spliuje R o
fy,8,8,7)=fy | B,7)m(B | B)m(B)m(T),
coz bohuzel neumoziuje analyticky zvlddnout analyzu modelu. Margindlni aposteriorni rozdéleni para-
metru 8, § a 7 neni mozné analyticky vyjadrit, ale s plnymi podminénymi aposteriornimi rozdélenimi lze
pracovat:
B ‘ y7B7T ~ Nd(b7 Cl)a
2
ny nio
T|y,8,8~ F< 7 21>,
ﬁ ‘ yvﬁvT ~ NJ(thl)7
kde b = Cl(CngB:FTXTy), crl = Cgl —‘rTXT~X, ny = n+no, n1o? =nood + (y— XTB) T (y— XTP),
by = Bi(By'bo + XTCy'8) a By = (By' + XTCy ' X)~!. Vidime tedy, ze viechny parametry jsou
podminéné konjugované. Prvni dvé podminénd rozdéleni dostdvdme z toho, Ze podminéné pii 3 jsme
v situaci predchozfho modelu. Posledn{ se vypocte ze vztahu W(B | y,B,7) o< w(B | 6) (8). Vsimnéme
si, ze W(ﬁ | y,8,7) nezévisi na pozorovan{ y. To je disledkem hierarchické struktury modelu. Veskera

1nformace dand pozorovanim y se prenasi na ] prostiednictvim 5. Neboli Y a B jsou podminéné nezavislé
pri daném (.

Pozn.: Hierarchické modely maji ziidka vice nez t¥i stupné a obvykle je apriorni rozdéleni v nejvyssim
stupni neurcité.
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Kapitola 4

Priklady MCMC algoritmu

Ukézeme si nékteré MCMC algoritmy pro simulaci z cilového rozdélen{ (target distribution) 7, o kterém
predpokladdame, ze ma hustotou f vzhledem k néjaké o-konecné referenéni mife p na métitelném prostoru
(X,X). Oznacme X+ = {z : f(x) > 0}.

Nasim cilem je zkonstruovat markovsky fetézec, jehoz limitni rozdéleni bude 7. Mnozina stavi tohoto
fetézce bude obecné nespocetnd. Roli pravdépodobnosti pfechodu z markovskych fetézcu se spoc¢etnymi
stavy bude nyni hrét tzv. prechodové jdadro (transition probability kernel) P(x, A), které urcuje pravde-
podobnost pirechodu ze stavu x do stavu v mnoziné A. Predpokldadame, ze P je markovské jadro na X.

Definice 4.0.1. Meéritelné zobrazeni P : X x X — [0,1] nazveme markovskym jadrem (Markov kernel)
a (X,%), pokud

(i) pro kazdé A € X je P(-, A) nezdpornd méritelnd funkce na X,

(ii) pro kazdé x € X je P(x,-) pravdépodobnostni mira na X.
Existuje-1i limitn{ rozdélen{ fetézce, je staciondrni (invariantni), tedy spliuje
= / P(z,A)w(dz) VAe€X. (4.1)
x

Postacujici podminka (nikoli vsak nutnd) pro invarianci 7 je reverzibilita (reversibility) markovského
fetézce vzhledem k 7:
m(dx)P(z,dy) = 7(dy) P(y, d),

coz lze prepsat pomoci hustot jako

f@)p(z,y) = fy)ply,x) Vr,y € X, (4.2)

kde p(z,y) je tzv. pfechodové hustota. Je to hustota pfechodového jadra P, tj. P(z, A) = [, p(z,y) u(dy).
Podminka (4.2) je zndmé jako detailni podminka rovnovdhy (detailed balance condition). Neni tézké se
presveédcit, ze (4.1) je splnéna, kdyz (4.2) plati:

/ Pz, A) n(dx) // p(z,y) u(dy) f(z) p(dx) //f ) p(dy) p(dx)
Z/Af(y) (/Xp(yw) (dz ) (dy) = /f p(dy) = m(A).

Ke konstrukci markovského fetézce s danym staciondrnim rozdélenim proto sta¢i nalézt prechodové jadro
splnujici detailni{ podminku rovnovdhy. To je vzdy mozné (napi. Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus).
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4.1 Gibbstav vybérovy plan

Budeme predpokladat, ze prostor X ma sou¢inovy tvar H?Zl X;, nejcastéjsi pifpad je X = R?. Cilové
rozdélen{ pifslusi néjakému ndhodnému vektoru (Xy, ..., Xq).

Algoritmus 4.1.1. Gibbsiv vybérovy pldn (Gibbs sampler):

1. zvol pocdtecnt stav x(®) = (xgo), . mgo)) € X+, polozt =0,

2. simuluj x(lH_l) z podminéného rozdéleni X1 | zgt), . ,x((jt),
simulug x(2t+1) z podminéného rozdéleni X | xgtﬂ), xgt), . 71’5;),
simulugj J:SH) z podminéného rozdéleni X | J;?H), e ,x((itjll),

3. pokud t+ 1 < T, tak t zvétsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukonci algoritmus.

Pozn.: Gibbsuv vybérovy plan predpokladé, ze umime simulovat ze vSech plné podminénych rozdéleni
flx; | ;). I pro vicerozmérné problémy tak muzou byt vSechny simulace jednorozmérné. Jak jsme jiz
vidéli, pokud v bayesovskych metodach dochézi k podminéné konjugovanosti, tak z plné podminénych
rozdéleni neni tézké simulovat, zatimco sdruzené rozdéleni muze byt pomérné komplikované a je obtizné
z ného simulovat. Jedna se tedy o situaci vhodnou pro Gibbstuv vybérovy plan.

Vidy d kroki algoritmu d4 novou iteraci vektoru. Vystupem je realizace z(?), ..., z(T) markovského
fetezce X (). Piechodova hustota (pokud existuje) je rovna sou¢inu plné podminénych rozdéleni f:

d

p(x,y) = Hf(yz ‘ Y1y Yi—1,Tig1y--- 7xd)'
=1

Prislusné prechodové jadro P se nazyva Gibbsovo jddro (Gibbs kernel).

Muzeme si polozit otdzku, zda X®) konverguje pro t — oo slabé k nidhodnému vektoru X bez
ohledu na volbu pocétecniho stavu (%), Jednoduchy priklad ukazuje, ze tomu tak nemusi byt. Za jistych
piedpokladi se ale d4 dokazat, ze cilové rozdéleni je staciondrni pro markovsky Fetézec X ).

Priklad: Nechf (X7, X3) md rovnomérné rozdéleni na mnoziné A U B, kde A = A; x Ay a B = By x By
jsou obdélniky v R? s disjunktnimi projekcemi. Potom plné podminénd rozdéleni jsou rovnomérna:

R(A;) pokud zo € Ao,
X1 | To ~

R(By) pokud zs € Bs,

R(As) pokud z1 € Ay,
Xg | Ty ~

R(B3) pokud x; € By.

V zévislosti na volbé poéateéniho rozdéleni zistdva fetézec bud v A nebo B, nikdy se nedostane z A do
B ani z B do A. Je tedy rozlozitelny a limitni rozdélen{ je rovnomérné na A nebo B (podle volby z()).

Lemma 4.1.2. (Besag [1]) Necht fi(z;) > 0 pro kazdé i € {1,...,d} implikuje f(z) > 0, kde
x=(z1,...,24) a fi jsou margindly f. Potom
d
) FWilys, - ¥im1, iv1, -+, Ta)
= reXt.
f(x) Hf(

)
T xi|yl?"'ayi—laxi-‘rh"'axd)

i=1
Duikaz: 7, definice podminéného rozdéleni mame:

fW) = falys- - ya—1)f (W -, Ya—1),
f(yla .. 'ayd—hxd) = f(xd | Yi,-- 'ayd—l)f(ylv cee 7yd—1)7

a odtud o )
JWd Y1y Yd—1
f(y)_ f(xd|y17---,yd_1) f(ylv"‘vydflvxd)
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Dale
fi, o ya—1,2a) = fWa—1 | y1s- - Yd—2,%a) f(y1, - -, Ya—2, Ta),
SWis e ¥a—2,2a-1,2q) = f(a—1 | Y1, Ya—2,2a) f (Y1, - - Ya—2,Ta),

COZ znamena, ze

falyr, - sya) fWar | y1,- Y2, a)
fly) = Ffy, . Ya—2,Ta—1,Ta)-
( fxa |y, ya—1) f(@a—1 | y1, .-, Ya—2,%a) ( )

Takto postupné dostaneme pozadované tvrzeni.
O

Z lemmatu plyne, ze f(x)p(z,y) # f(y)p(y, z), tedy Gibbsuv vybérovy plén neddva reverzibilni reté-
zec. Mizeme vsak uvazovat prechodové jadro s hustotou p*(y, x) = H;izl fl@ilyr, - oy Yio1, Tig1s .- Td)
odpovidajici simulaci ,odzadu®“ — od d-té soufadnici k prvni. Potom se da ukdzat invariance f vzhledem
k P. Proto existuje-li limitni rozdéleni fetézce, je to nutné m.

Véta 4.1.3. Za predpokladi lemmatu 4.1.2 je w invariantni mira vzhledem ke Gibbsovu jddru, tedy
splnuge (4.1).

Diikaz: VyuZijeme toho, ze f(y)p*(y,x) = f(z)p(z,y) pro kazdé z,y € X, viz lemma 4.1.2. Pro A € X

je
| P ayn) = [ [ vy ptan wian) = | / p(o,9)f () p(dy) pu(de)

//f p(x,y) p(dz) p(dy) = //f w(dz) p(dy) = /f u(dy) = w(A).

O

Algoritmu 4.1.1 se také tiké systematicky (systematic) Gibbsuv vybérovy pldn, protoze slozky vektoru
se prochazeji systematicky od prvni k posledni. Modifikaci tohoto algoritmu je tzv. ndhodné prochdzeni
(random scan), kdy slozky vektoru, ze kterych simulujeme, vybirdme ndhodné (kazdou s pravdépodobnost{

1/d).

Algoritmus 4.1.4. Ndhodné prochdzeni v Gibbsové vgbérovém pldnu (random scan Gibbs sampler):

1. zvol poédtecni stav x(© = (x§°>, . ,méo)), poloZt =0,
2. vygeneruj k z rovnomeérného rozdéleni na mnoziné {1,...,d} a simuluj ac](fﬂ) z podminéného rozdélend
X | xgt),.. x,(c)l, Efll,.. a:l(i), poloZ x(tH) = xg-t) pro j # k,

3. pokud t+1 < T, tak t zvétsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukondci algoritmus.

Tento algoritmus jiz vede na reverzibilni markovsky fetézec.

4.2 Metropolistv-Hastingstuv algoritmus
Bud @Q markovské jadro na X. Necht Q(z,dy) = q(z,y)n(dy) pro ngjaké ¢ a Q(z, X*T) =1proz & X+.

Funkce ¢ se nazyva ndvrhovd hustota (proposal density).
Definujme pravdépodobnost prijeti ndvrhu (proposal acceptance probability) jako

a(z,y) = min{%»l} pro f(z)q(z,y) >0,
1 jinak.
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Algoritmus 4.2.1. Metropolisiv-Hastingstv algoritmus (Metropolis-Hastings algorithm):

1. Zwol (9 € Xt libovolné, poloz t = 0.
2. Generuj y z rozdeéleni Q(z™®,-). S pravdépodobnosti a(z®),y) je kandiddt y prijat (x(tD = y),
s pravdépodobnosti 1 — (x| y) je zamitnut (x+D = z®) ),

3. Pokudt +1 < T, tak zvétsi t o jednicku a jdi na 2., yinak ukonci algoritmus.

Pozn.: Vygenerovany fetézec skoro jisté neopusti{ XT, protoze kdyz f(y) = 0, tak a(x,y) = 0.

Algoritmus zavisi na f jen ptes podil f(y)/f(x), proto neni nutné znét normujici konstantu u hustoty
f. Podobné neni nutné znat normujici konstantu u ¢. Dalsi vyhoda Metropolisova-Hastingsova algoritmu
spoCiva v tom, ze simulujeme z rozdéleni ¢, které si volime libovolné. Na rozdil od Gibbsova vybérového
plénu tedy nemusime znét podminéné hustoty cilového rozdéleni (a umét z nich generovat). Nevyhodou
je, ze pokud ¢ je nevhodné zvoleno, muze byt pravdépodobnost prijeti ndvrhu casto mald (tudiz pocet
zamitnuti je velky a Fetézec dlouho zustdva v jednom stavu), coz snizuje efektivitu algoritmu.

Definujme

qQ\zr,y)alz,y) prox #vy,
po(x,y){ (@ y)el®:) ’
0 pror =1y

Potom po(z,y) f(x) = po(y,z)f(y), protoze a(z,y) < 1 znamend a(y,x) = 1 a naopak. Tedy po spliuje
detailni podminku rovnovéhy (4.2). Polozme

r(z)=1- /po(%y)u(dy),

pravdépodobnost, ze X*) neopusti = v jednom kroku. Potom piechodové (Metropolisovo-Hastingsovo)
jadro je
P(z,dy) = po(z,y)u(dy) + r(z)d.(dy),

kde §; je Diracova mira v bodé z, tj.

1, z€A,
{7

Véta 4.2.2. Cilové rozdéleni m s hustotou f je invariantni pro Metropolisovo-Hastingsovo jddro.

Diikaz: Pro A € X je
[ Pl ynan) = [ Pla.A)f(a) o
X
- /X /A po<x,y>u<dy>) f(z) p(dz) + /X r(2)30(A) f(z) p(de)
/ p0<x,y>f<x>u<dx>) ) + [ 1)) utao)
/X po(yyw)f(y)u(dw)> p(dy) + / r(z) f(x) p(dx)

A

(1 - () /() pldy) + /A r(@) (@) p(dz) = /A F(9) puldy) = 7(A).

Ve tieti rovnosti jsme pouzili Fubiniovu vétu a ve ¢tvrté podminku detailni rovnovahy pro pg. O

Pozn.: Alternativni dikaz véty spociva v dikazu, ze Metropolis-Hastingsovo jadro P je reverzibiln{ vzhle-
dem k 7, nebot reverzibilita vzhledem k 7 implikuje invarianci vzhledem k 7. Reverzibilita je oviem
splnéna, nebof pro spojitou ¢ast jadra P plyne reverzibilita z podminky detailni rovnovahy pro po,
a diskrétni ¢ast jadra r(x)d,(dy) je trividlné reverzibilni vzhledem k libovolnému pravdépodobnostnimu
rozdéleni (ovéite).
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Priklady:

(a)

ndhodnd prochdzka (random walk): X = R?, q(x,y) = qo(y—=). Tedy pro dané z je ndvrh Y = 2+ 7,
kde Z ma hustotu gg. Typicka volba pro gg je hustota d-rozmérného normalniho rozdéleni nebo
rovnomérné rozdéleni na d-rozmérné kouli.

Je-li qo(z) = qo(—x), mluvime o symetrické ndhodné prochdzce (symmetric random walk)
a a(x,y) = min{f(y)/f(z),1}, tedy kandiddta s véts{ hodnotou cflové hustoty prijmeme vzdy.
Nen{ proto nutné vyéislovat ¢g. Algoritmus se symetrickou ndvrhovou funkei (¢(z,y) = ¢(y,x)) se
nékdy nazyvéd kratce Metropolisuv. Byl poprvé uvazovén v ¢lanku Metropolise a kol. [23], kde
lze rovnéz nalézt heuristicky dukaz konvergence. Piinos Hastingse ([13]) spocivd v zobecnéni na
nesymetrické navrhy, rigor6znim dikazu konvergence a zaméreni na statistické problémy.

multiplikativni ndhodnd prochdzka (multiplicative random walk): X = R, q(x,y) = iqo (log ).
Odpovida situaci, kdy navrh je Y = ze?, kde Z m4 hustotu go.

nezdvisly vybér (independent sampler): q(x,y) = qo(y) pro vSechna x € X (ndvrhova hustota
nezdvisi na souc¢asném stavu). Definujme w(x) = f(z)/qo(x), potom je a(z,y) = min{w(y)/w(x),1}.
Je-li g9 = f, je w = 1 a algoritmus dava ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f. Situace pfipomina
importance sampling, kazdému stavu je pfifazena véha (podil cilové a pomocné hustoty). Navrhy
s vétsi vahovou funkei jsou castéji prijimany. Opét je vhodné, aby vahova funkce byla omezend
(jinak fetézec muze po dlouhou dobu zustdvat ve stavech s velkou vdhou) a co nejblizsi konstantn{
jednicce. Aby se zajistila omezenost w, je dobré volit g s tézkymi chvosty (napf. mnohorozmeérné
t-rozdéleni pro X = R9).

autoregresni Tetézec (autoregressive chain): X = R% q(x,y) = qo(y — a — b(x — a)), kde a € R?
a b € R jsou pevné. Ndvrh je Y = a + b(z — a) + Z, kde Z m4 hustotu go. Jednd se o prostiednika
mezi ndhodnou prochézkou (b = 1) a nezavislym vybérem (a = b = 0). Pro 0 < b < 1 tato strategie
stahuje soucasny stav smérem k a. Volba b < 0 vede na zaporné korelace v fetézci, coz snizuje
rozptyl odhadu stfednich hodnot funkei stavi.

zamitaci vgbér (rejection sampler): Pripomenme, Ze pii simulovéni zamitaci metodou (algoritmus
2.2.2) potiebujeme, aby platilo f(z) < Mg(z) pro viechna z a néjakou konstantu M. Casto je
konstanta M tak velkd, ze pravdépodobnost pfijeti je velmi mald. Pokud neplati f(z) < Mg(z)
a pouzijeme zamitac{ metodu, dostdvame vybér z rozdéleni s hustotou ¢o(z) < min(f(z), Mg(z)).
Nyni{ muzeme uzit Metropolisuv-Hastingstuv nezdvisly vybér s go. Oznacme C = {z : f(z) <
Mg(x)}, pravdépodobnost prijeti je potom

1 pro z € C,
a(m,y)zmin{mvl} = prox ¢ C.y €C,
0 : z
(1) s vorec

Hlavni ¢ast celého algoritmu se tedy sklddd ze dvou kroku. V prvnim se generuje navrh z rozdéleni
s hustotou dmeérnou min(f(y), Mg(y)) pomoci zamitaciho vybéru a v druhém se tento ndvrh prijme
s pravdépodobnosti a(z,y).

Langeviniv algoritmus (Langevin algorithm): X = R4,

1 ly — = — 0®Vlog f(2)/2||?
q(z,y) = Wexp{_ 952 )

kde o je vhodny parametr a V oznacuje gradient. Algoritmus uzivéa informace o gradientu cilové hu-
stoty f, ndvrh neni centrovan v soucasném stavu, ale je nasmérovan tam, kde bude pravdépodobné
cilova hustota nabyvat vyssi hodnoty.

hybridni algoritmus (hybrid algorithm): kombinace Metropolisova-Hastingsova algoritmu a Gibbsova
vybérového plénu. Dejme tomu, Ze chceme simulovat ndhodny vektor (X7, X5), pfitom simulace
z X5 | X2 je jednoduchd, ale z X5 | X7 nelze piimo simulovat. Misto toho pouzijeme pro aktualizaci
druhé slozky Metropolisovo-Hastingsovo jadro se staciondrnim rozdélenim X, | X;. Tento hybridn{
algoritmus se nékdy také oznacuje jako Metropolis-within-Gibbs algorithm.
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Ruzna markovskd jadra definovana na tomtéz prostoru s timtéz stacionarnim rozdélenim 7 lze kombi-
novat pomoci sklddédni a michdn{ (nezdvislého na aktudlnim stavu) a vytvaret tak novd markovskd jadra
(a jim odpovidajici MCMC algoritmy) s timtéz staciondrnim rozdélenim 7. Podrobnéji s k tomuto tématu
vratime v dalsich kapitole.

Hlustracnd priklad: dekédovdni Sifrovangjch vézenskych zprdv, édst 2:

Méme k dispozici fetézec S = {s1,... s} znaku sifrovaci abecedy, ktery obsahuje zasifrované sdéleni. Na
prostoru X moznych dekédovacich funkef f: {gifrovaci abeceda} — {normdini abeceda} se snazime najit
tu spravnou. Pokud je velikost Sifrovaci abecedy m a normalni abecedy n > m, tak moznych f z X je
n!/(n—m)!. Tedy prostor X je velky. Pro nalezeni té spravné f zadefinujeme vhodny pravdépodobnostni
model a provedeme jeho bayesovskou analyzu.

Model: pozorovand zasifrovand zprava S (data) je kus anglického textu pirekédovany pomoci f. Anglicky
text budiz realizace markovského fetézce s hodnotami v normélni abecedé, po¢atetnim rozdélenim danym
vektorem v a matici pravdépodobnosti prechodu M. Pro M a v pouzijeme jejich odhady pomoci ¢etnosti
pres né&jaky standartni (a dost dlouhy) text a budeme je povazovat za zndmé. Desifrovaci funkce f budiz
nezndmy parametr. Vérohodnost pozorovanych dat S je pak rovna

l

L(S[f) = v(f(s1)) HM(f(Si)v f(siv1))-

i=1

Apriorni rozdéleni pro f volime rovnomérné na X. Aposteriorni rozdéleni f|S bude potom az na kon-

stantu rovno L(S|f).

V feSeni dle [4] zanedbali poc¢dteéni pravdépodobnosti v, resp. podminili data prvnim pozorovanym zna-

kem s;. Tento rozdil ma ale na vysledek dekédovéni zanedbatelny vliv. Aposteriorni rozdéleni f potom

pfesné odpovida piijatelnosti PI(f) =[], M(f(si), f(si+1))-

Pro generovani z rozdéleni daného PI( f) se pouzije Metropolisuv algoritmus symetrické ndhodné prochdzky
na X s ndvrhovym jadrem

1

Q(f, f*) = {m(m_l)(n—m+1)(n_m+2)

pro f, f* ruzné v max. dvou symbolech

0 jinak

Pravdépodobnost prijeti pak bude a(f, f*) = min{PI(f*)/PI(f),1}. Coz piesné odpovid4 algoritmu ze
strany 3. Pokud je nds zasifrovany tetézec S dostatecné dlouhy, bude aposteriorni rozdéleni dané PL(f)
silné unimodalni a koncentrované v okoli spravné desifrovaci funkce f. Generovany MCMC fetézec se
tedy po néjaké dobé ustéli v okoli tohoto modu a popsany postup nalezne spravnou desifrovaci funkcei f.
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Kapitola 5

Markovské retézce

V této kapitole zopakujeme zakladni vlastnosti markovskych fetézcu s diskrétni mnozinou stavu a poté
prejdeme k situaci s obecnou mnozinou stavi. Stavovy prostor budeme opét znaéit (X, X).

5.1 Diskrétni mnozina stavu

Predpoklddejme, Ze mnozina stavi