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Kapitola 1

Úvod

Charakteristika: MCMC je tř́ıda algoritmů umožňuj́ıćı simulovat složité stochastické systémy.

Idea: Když chceme generovat z nějakého pravděpodobnostńıho rozděleńı, tak zkonstruujeme markovský
řetězec, jehož stacionárńı rozděleńı je požadované rozděleńı. Simulujeme markovský řetězec a po do-
statečně velkém počtu krok̊u dostaneme přibližně výběr z daného rozděleńı, pokud jsou splněny jisté
předpoklady na řetězec, které zaruč́ı, že limitńı rozděleńı existuje a splývá se stacionárńım.

Otázky: Kolik je dostatečně velký počet krok̊u? Jak zkonstruovat takový markovský řetězec?

Odpovědi: Konstrukce markovského řetězce s daným stacionárńım rozděleńım neńı těžká, existuje řada
postup̊u. Těžš́ı je určit, po kolika kroćıch řetězec zkonverguje k limitńımu rozděleńı s rozumnou chybou.
Existuj́ı MCMC algoritmy, které daj́ı přesný výběr z limitńıho rozděleńı (tzv. perfektńı simulace), a to
v konečném čase, který je ovšem náhodný. Nav́ıc je to za cenu dodatečných výpočt̊u.

Použit́ı:

• možnost generovat výběry z komplikovaného modelu, který nás zaj́ımá,

• kromě toho lze MCMC metody využ́ıt k výpočtu složitých (typicky v́ıcerozměrných) integrál̊u.
Dejme tomu, že chceme numericky spoč́ıtat

∫
X h(x)f(x) dx, kde h je nějaká funkce a f je hustota

nějakého rozděleńı na prostoru X . Vytvoř́ıme markovský řetězec se stacionárńım rozděleńım f
a simulujeme jeden běh X1, X2, . . . tohoto řetězce. Po jistém čase T máme hodnoty z rozděleńı
přibližného f . Daný integrál pak aproximujeme pomoćı 1

N

∑T+N
t=T+1 h(Xt). Využ́ıváme silný zákon

velkých č́ısel pro markovské řetězce (Xt nejsou nezávislé, jisté předpoklady jsou nutné – ergodicita).
Výpočty takovýchto integrál̊u se objevuj́ı při statistické analýze modelu (maximálńı věrohodnost,
bayesovská statistika).

• Metoda simulovaného ž́ıháńı se použ́ıvá pro optimalizaci (hledáńı argumentu maxima nějaké funkce).

Teoretický základ: K pochopeńı simulace metodami MCMC je třeba rozumět vlastnostem markovských
řetězc̊u s diskrétńım časem a obecnou množinou stav̊u (prostor X je většinou nespočetný). K analýze
generovaných dat jsou potřebné postupy matematické statistiky.

Historie:

• Prvńı MCMC algoritmus byl vyvinut pro aplikace ve statistické fyzice – Metropolis a kol. (1953)
[23] simulovali tekutinu v rovnováze s plynnou fáźı. Aby mohli zkoumat rovnovážný stav, simulo-
vali dynamiku systému, který k němu vede. Nápad: mohu simulovat i jinou dynamiku se stejným
rovnovážným stavem.
Zobecněńı algoritmu – Hastings (1970) [13], tzv. Metropolis-Hastings̊uv algoritmus.

• Řešeńı optimalizačńıch problémů metodou simulovaného ž́ıháńı – Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi
(1983) [19], Černý (1985) [3].

• Aplikace na statistické problémy poprvé až v 80. letech 20. stolet́ı (Gibbs̊uv výběrový plán, nezávisle
na předchoźım): Geman, Geman (1984) [8] – restaurováńı digitálńıch obrázk̊u. Gelfand, Smith
(1990) [7] – rozš́ı̌reńı mimo oblast prostorové statistiky do obecné bayesovské statistiky.

• Teorie MCMC až v 90. letech: Geyer (1992) [9], Tierney (1994) [37].
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• Zobecněńı pro simulováńı z rozděleńı definovaného na sjednoceńı prostor̊u r̊uzné dimenze
– Green (1995) [11], tzv. Metropolis-Hastings-Green̊uv algoritmus.

• Propp, Wilson (1996) [28] – tzv. perfektńı simulace umožňuje simulovat vzorky př́ımo ze sta-
cionárńıho rozděleńı, ne jen z jeho aproximace.

• V posledńıch 25 letech největš́ı rozmach d́ıky lepš́ı výkonnosti poč́ıtač̊u a širokému množstv́ı aplikaćı
v r̊uzných oborech.

Aplikace: všude, kde se vyskytuj́ı pravděpodobnostńı modely, které vedou k složitým rozděleńım (většinou
na prostorech velké dimenze) přinášej́ıćım výpočetńı problémy.

(a) statistická fyzika: modely r̊uzných fyzikálńıch systémů, studium fázových přechod̊u.

Ilustračńı př́ıklad: Ising̊uv model (1925) [14] – matematický model použ́ıvaný ve statistické me-
chanice. Už́ıvá se jako zjednodušený model feromagnetismu nebo k modelováńı chováńı kapa-
lin a plyn̊u. Uvažujme čtvercovou konečnou mř́ıž. Každému vrcholu x mř́ıže je přǐrazena hod-
nota ξ(x) ∈ {−1,+1} (orientace rotace atomu). Definujme hamiltonián H(ξ) = −∑x∼y ξ(x)ξ(y),
kde x ∼ y znač́ı, že x a y jsou sousedé na mř́ıži (uvažujeme periodické okrajové podmı́nky).
Pravděpodobnost konfigurace ξ je πβ(ξ) = 1

Zβ
e−βH(ξ), kde parametr β ≥ 0 se nazývá inverzńı

teplota a Zβ je normuj́ıćı konstanta. Pro β = 0 má každá konfigurace stejnou pravděpodobnost,
jedná se o náhodné přǐrazeńı −1 a +1 vrchol̊um mř́ıže. Pro β > 0 má větš́ı pravděpodobnost kon-
figurace, kde se sousedi přitahuj́ı. Pro β → ∞ převládá jeden stav. Na levém obrázku je simulace
modelu na mř́ıži 10 × 10 pro β = 0, zat́ımco na pravém pro β = 0.5, černé kolečka představuj́ı
vrcholy s hodnotami +1, b́ılé s hodnotami −1. Pro Ising̊uv model v Z

2 je kritická hodnota, kdy
docháźı k tzv. fázovému přechodu, rovna β = βc = 1

2 log(1 +
√
2)

.
= 0,441 (analyticky spočtena

Onsagerem [27], 1944). Pro β > βc je kov magnetizovaný, pro β ≤ βc je neuspořádaný (v́ıce
r̊uzných rovnovážných stav̊u, oba spiny zastoupeny stejně). Zobecněńı: obecněǰśı graf než mř́ıžka;
energie odpov́ıdaj́ıćı dvojici spinu (hraně grafu) může být obecněǰśı než ξ(x)ξ(y); větš́ı dimenze;
vněǰśı magnetické pole (v definici H).

(b) informatika: přibližné určeńı počt̊u prvk̊u velké množiny (č́ıtaćı problémy), umělá inteligence,
optimalizačńı problémy (např. problém obchodńıho cestuj́ıćıho), studium znáhodněných algoritmů
(chováńı pro rostoućı velikost problému).

Ilustračńı př́ıklad: hard-core model – mějme graf G = (V,E), každému vrcholu grafu je přǐrazena
hodnota 0 nebo 1. Zaj́ımaj́ı nás takové konfigurace, kde dva vrcholy spojené hranou nemaj́ı hodnotu
1 zároveň. Kolik je př́ıpustných konfiguraćı? Jaký je středńı počet jedniček v náhodné př́ıpustné
konfiguraci? Pro n vrchol̊u je všech možných přǐrazeńı 0 a 1 celkem 2n. Pro velké n nemožné poč́ıtat
př́ımo. Např. pro n = 64 (mř́ıž 8× 8) je 264

.
= 1,8 · 1019, což přesahuje možnosti poč́ıtač̊u. Proto se

simuluje náhodná př́ıpustná konfigurace metodami MCMC.

Ilustračńı př́ıklad: náhodná q-obarveńı – každý vrchol grafu má jednu z q barev tak, aby sousedé
neměli stejnou. Pro rovinný graf stač́ı q = 4, aby množina všech q-obarveńı byla neprázdná. Kolik
je všech q-obarveńı?

(c) prostorová statistika: vzorky z prostorových stochastických model̊u – bodové procesy, náhodná pole.
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(d) aplikovaná statistika: předevš́ım bayesovský kontext – lze formulovat statistické modely, které by
jinak nebylo možné efektivně analyzovat (použit́ı v obrazové analýze, grafických modelech nebo při
detekci změny). Uplatněńı pro statistickou inferenci pro problémy v biostatistice, genetice, epide-
miologii nebo finančńı matematice (GARCH modely).

Ilustračńı př́ıklad: dekódováńı šifrovaných vězeňských zpráv dle [4]: hledá se správná dekódovaćı
funkce f : {šifrovaćı abeceda} → {normálńı abeceda}. Jazyk je modelován jako markovský řetězec.
Pravděpodobnosti přechodu mezi ṕısmeny odhadnuty pomoćı četnost́ı přes nějaký standartńı text
a uloženy v matici M . Funkce Pl(f) =

∏
iM(f(si), f(si+1)), kde si postupně prob́ıhá symboly

zakódované zprávy, definuje tzv. přijatelnost funkce f . Dobrá dekódovaćı funkce f by měla mı́t
vysoké hodnoty Pl. f maximalizuj́ıćı Pl se najde pomoćı následuj́ıćıho MCMC algoritmu:

• Začni s nějakou počátečńı hodnotou f

• Spočti Pl(f).

• Změň f na f∗ t́ım, že prohod́ı̌s dekódováńı dvou náhodně zvolených symbol̊u.

• Spočti Pl(f∗); pokud je větš́ı než Pl(f), přijmi f∗.

• Pokud je Pl(f∗)/P l(f) < 1, přijmi f∗ jen s pst́ı Pl(f∗)/P l(f), jinak z̊ustaň v f .

Funguje to. Proč a daľśı podrobnosti viz daľśı kapitoly.

Literatura: Literatura o MCMC je velmi rozsáhlá, zmı́ńıme tedy jen několik základńıch zdroj̊u. Výborná
je přehledová kniha [2], kde lze rovněž nalézt odkazy na daľśı literaturu. Pro bayesovské aplikace jsou
dobré [29], [6], pro použit́ı v prostorové statistice [25], [26]. [18] obsahuje pěkný úvod do perfektńı simulace,
[12] je dobře čitelná kniha vysvětluj́ıćı MCMC algoritmy pro problémy na konečných stavových prostorech.
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Kapitola 2

Simulace

Zde zmı́ńıme pouze základy, zájemce o podrobnosti mohou navštěvovat přednášku prof. Antocha
Simulačńı metody.

Při náhodných simulaćıch se využ́ıvá generátor pseudonáhodných č́ısel (jsou vytvořená determi-
nistickým algoritmem, ale maj́ı vlastnosti jako náhodná č́ısla). Budeme předpokládat, že máme dobrý ge-
nerátor z rovnoměrného rozděleńı na [0, 1], měl by mı́t tyto vlastnosti: náhodnost (rovnoměrnost a nekore-
lovanost), dlouhá perioda, výpočetńı efektivita, opakovatelnost (nastaveńı seed), přenositelnost (na r̊uzné
poč́ıtače), homogenita.

2.1 Př́ımé metody

1. simulace náhodných veličin s diskrétńım rozděleńım: (xk, pk), k = 1, 2, . . .

(a) obecná metoda: interval [0, 1] rozděĺıme na disjunktńı podintervaly

I1 = [0, p1], In =

(
n−1∑

k=1

pk,

n∑

k=1

pk

]
pro n > 1.

Tedy každé hodnotě xk př́ısluš́ı interval Ik délky odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnosti pk. Necht’

U ∼ R(0, 1), pokud U ∈ In, pak xn je výběr z daného rozděleńı. V praxi je podstatné, kolik
porovnáńı provedeme pro nalezeńı takového n. Nejpřirozeněǰśı je použit́ı while cyklu (syntaxe
jako v R):

k <- 1; u <- runif(1); s <- p[1];

while (s<u) { k <- k+1; s <- s+p[k]; }; print(x[k]);

Předpokládáme, že ve vektorech p a x jsou uloženy pravděpodobnosti pk a hodnoty xk. Pro
tuto situaci je nejvýhodněǰśı, když xk jsou seřazeny od největš́ı pravděpodobnosti k nejmenš́ı.
Pokud veličina může nabývat spočetně mnoha hodnot, nelze mı́t p a x uloženo jako vektor. Je
možné pravděpodobnosti pk poč́ıtat v každém kroku cyklu (často se s výhodou použije znalost
předchoźı hodnoty pravděpodobnosti).

Př́ıklad: simulace z Poissonova rozděleńı.

(b) využit́ı interpretace nebo vlastnost́ı daného rozděleńı.

Př́ıklady: binomické (součet alternativńıch), geometrické (čekáńı na prvńı úspěch), Poissonovo
(definice Poissonova procesu přes exponenciálńı př́ır̊ustky).

2. simulace náhodných veličin se spojitým rozděleńım: hustota f(x), distribučńı funkce F (x), kvanti-
lová funkce F−1(u)

(a) inverzńı metoda: pokud U ∼ R(0, 1), pak F−1(U) ∼ F .

D̊ukaz: P(F−1(U) ≤ x) = P(U ≤ F (x)) = F (x).

Pozn.: metoda (a) u diskrétńıho rozděleńı odpov́ıdá této metodě.

Př́ıklad: − 1
λ logU ∼ Exp(λ).
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(b) využit́ı interpretace daného rozděleńı.

Př́ıklady: Γ(n, λ) pro n ∈ N lze simulovat jako součet exponenciálńıch, χ2
n jako součet druhých

mocnin nezávislých normálńıch (jedná se o Γ(n/2, 1/2)).

(c) transformačńı metoda: vhodná transformace ze známých.

Př́ıklad: normálńı N(µ, σ2) – Box, Muller:
√−2 logU1 cos 2πU2,

√−2 logU1 sin 2πU2 ∼ N(0, 1)
nezávislé, když U1, U2 ∼ R(0, 1) jsou nezávislé. Jde vlastně o to, že se dvojrozměrná hus-
tota normálńıho rozděleńı přeṕı̌se do polárńıch souřadnic. Když X ∼ N(0, 1), tak µ + σX ∼
N(µ, σ2). Změna polohy a měř́ıtka je jednoduchá transformace, která se dá využ́ıt v mnoha
jiných rozděleńıch.

3. simulace náhodných vektor̊u

(a) transformace: vhodná transformace z náhodného vektoru, který umı́me simulovat (nejčastěji
s nezávislými složkami).

Př́ıklad: normálńı Nd(µ,Σ) – nalezneme-li matici A (tzv. odmocninová matice) takovou, že
Σ = AAT , pak můžeme využ́ıt toho, že pokud X ∼ Nd(0, Id), tak Y = µ + AX ∼ Nd(µ,Σ).
K nalezeńı odmocninové matice lze už́ıt Choleského rozklad (A bude dolńı trojúhelńıková).

(b) využit́ı interpretace daného rozděleńı.

Př́ıklad: Wishartovo rozděleńı (zobecněńı Γ-rozděleńı) – když X1, . . . , Xn je výběr z Nd(µ,Σ),
tak

∑n
i=1(Xi−µ)(Xi−µ)T ∼Wd(n/2,Σ

−1/2). Pro d = 1 se jedná o σ2χ2
n, obecně je W1(α, β)

přesně Γ(α, β).

2.2 Zamı́taćı metoda

Uvažujme měřitelný prostor X se σ-konečnou mı́rou µ. Chceme simulovat náhodný element z rozděleńı
dané hustotou f vzhledem k µ.

Lemma 2.2.1. Simulace X ∼ f je ekvivalentńı simulaci (X,U) z rovnoměrného rozděleńı na množině
{(x, u) : 0 < u < f(x)}.

D̊ukaz: Když (X,U) ∼ R({(x, u) : 0 < u < f(x)}), pak marginálńı rozděleńı X je f(x). Naopak když
máme X ∼ f a vygenerujeme U ∼ R(0, f(X)), tak (X,U) ∼ R({(x, u) : 0 < u < f(x)}), protože
f(x, u) = f(u | x)f(x) = 1.

f

x

Pokud neumı́me generovat rovnoměrně z oblasti {(x, u) : 0 < u < f(x)}, tak můžeme generovat z větš́ı
a omezit se jen na body, které padnou dovnitř.

Předpokládejme, že známe hustotu f až na normuj́ıćı konstantu, tj. známe f∗ = cf a c neznáme.
Mějme pomocnou hustotu g splňuj́ıćı f∗(x) ≤ Mg(x) pro všechna x ∈ X . Předpokládejme, že známe
konstantuM a že z hustoty g umı́me jednoduše simulovat. Potom můžeme definovat následuj́ıćı algoritmus
simulace z rozděleńı s hustotou f .

Algoritmus 2.2.2. Zamı́taćı metoda (rejection method):

1. generuj X ∼ g,

2. generuj U ∼ R(0, 1) nezávisle na X,

3. když U ≤ f∗(X)
Mg(X) , tak polož Z = X, jinak se vrat’ na 1.
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f

g

x

Pozn.: Pro omezené hustoty na omezené množině lze volit g konstantńı (jako na obrázku). Potom stač́ı
v prvńım kroku generovat z rovnoměrného rozděleńı. Tato volba ovšem může být velmi neefektivńı.

Věta 2.2.3. Hodnota Z z algoritmu 2.2.2 představuje výběr z f . Počet iteraćı předcházej́ıćıch jej́ımu
vygenerováńı má geometrické rozděleńı s parametrem c

M . To znamená, že očekávaný počet iteraćı pro

vygenerováńı Z je M
c .

D̊ukaz: Ukážeme, že podmı́něné rozděleńı [X | U ≤ f∗(X)
Mg(X) ] má hustotu f :

f

(
x | U ≤ f∗(X)

Mg(X)

)
=

P

(
U ≤ f∗(X)

Mg(X) | X = x
)
g(x)

∫
P

(
U ≤ f∗(X)

Mg(X) | X = x
)
g(x)µ(dx)

=

f∗(x)
Mg(x)g(x)∫ f∗(x)

Mg(x)g(x)µ(dx)

=
f∗(x)∫

f∗(x)µ(dx)
= f(x).

Využili jsme Bayesovu větu. Z věty o úplné pravděpodobnosti pak dostaneme pravděpodobnost přijet́ı

P

(
U ≤ f∗(X)

Mg(X)

)
=

∫
P

(
U ≤ f∗(X)

Mg(X)
| X = x

)
g(x)µ(dx)

=

∫
f∗(x)
Mg(x)

g(x)µ(dx) =
c

M
.

Pozn.: U g rovněž neńı nutné znát normuj́ıćı konstantu. Důležitá je znalost konstanty M , kterou neńı
vždy lehké určit! Určuje efektivitu algoritmu (č́ım bĺıž c, t́ım lépe). Aby bylo možné zamı́taćı metodu
použ́ıt, tak f/g muśı být omezené, to znamená, že g muśı mı́t těžš́ı chvosty než f , např. simulace N(0, 1)
pomoćı Cauchyho rozděleńı (ne naopak).

Př́ıklad: simulace náhodného vektoru s FGM (Farlie, Gumbel, Morgenstern) rozděleńım, které je dané
hustotou f(x, y) = g1(x)g2(y)(1+λ(2G1(x)− 1)(2G2(y)− 1)), kde −1 ≤ λ ≤ 1 a gi resp. Gi jsou hustota
resp. distribučńı funkce nějakých náhodných veličin (i = 1, 2). Plat́ı f(x, y) ≤ 2g1(x)g2(y), tedy M = 2,
c = 1 a pravděpodobnost přijet́ı je 1/2.

2.3 Směšovaćı metody

Na rozd́ıl od zamı́taćı metody ted’ ćılovou hustotu f
”
aproximujeme zespodu“. V podstatě využ́ıváme

rozkladu f(x) =
∑
pifi(x), kde

∑
pi = 1 a fi jsou hustoty, ze kterých umı́me simulovat.

Př́ıklad: dvojně exponenciálńı rozděleńı – f(x) = (f1(x)+f1(−x))/2, kde f1(x) je hustota exponenciálńıho.
Př́ıklad: studie robustnosti: X ∼ N(µ, σ2) s pst́ı (1− ǫ) a N(µ+ a, σ2) nebo N(µ, kσ2) s pst́ı ǫ.

Obecně jsou směšovaćı metody založené na vztahu f(x, y) = f(x | y)f(y). Pokud je směs Y diskrétńı
dostáváme předchoźı vyjádřeńı. Všimněme si, že nepotřebujeme znát marginálńı rozděleńı f(x).

Př́ıklad: pro t-rozděleńı s n stupni volnosti je X | Y = y ∼ N(0, n/y), Y ∼ χ2
n. Pro d-rozměrné t-rozděleńı

s n stupni volnosti a matićı Σ je X | Y = y ∼ Nd(µ, nΣ/y), Y ∼ χ2
n.
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2.4 Monte Carlo integrace a Importance sampling

Ćılem je vyč́ıslit integrál Efh(X) =
∫
X h(x)f(x)µ(dx). Monte Carlo integrace je založena na simulaci

X1, . . . , Xm i.i.d. s hustotou f a aproximaci daného integrálu pr̊uměrem h̄m = 1
m

∑m
j=1 h(Xj), který

podle silného zákona velkých č́ısel konverguje k Efh(X).
Vı́me, že var h̄m = 1

m varh(X1) lze nestranně odhadnout pomoćı

vm =
1

m(m− 1)

m∑

j=1

(
h(xj)− h̄m

)2
.

Z centrálńı limitńı věty a Sluckého lemma plyne, že pro velkámmá
h̄m−Efh(X)√

vm
přibližně N(0, 1) rozděleńı.

Můžeme tak sestrojit přibližné intervaly spolehlivosti pro aproximaci integrálu Efh(X). Nasimulovaný
výběr X1, . . . , Xm se dá použ́ıt opakovaně pro r̊uzná h.

Ovšem ne vždy je optimálńı simulovat př́ımo z f (někdy to ani neumı́me). Alternativńı př́ıstup je
tzv. importance sampling založený na vztahu

Efh(X) =

∫

X

(
h(x)

f(x)

g(x)

)
g(x)µ(dx).

Pro vyč́ısleńı Efh(X) se nyńı použije aproximace

1

m

m∑

j=1

h(Xj)
f(Xj)

g(Xj)
, (2.1)

kde X1, . . . , Xm je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou g (tzv. importance hustota). Pokud supp g ⊇
supp f (f(x) > 0 ⇒ g(x) > 0), tak (2.1) konverguje k Efh(X) podle silného zákona velkých č́ısel.

Hustota g může být teoreticky libovolná, ale je vhodné, aby měla následuj́ıćı vlastnosti:

1. jednoduše se z ńı simuluje (nebo máme k dispozici výběr z g),

2. jednoduše se dá spoč́ıtat g(x) pro libovolné x,

3.
∫
h(x)2 f(x)

2

g(x) µ(dx) <∞, což zajist́ı konečný rozptyl (2.1). Dá se ukázat (z Cauchyovy-Schwarzovy

nerovnosti), že rozptyl (2.1) je minimálńı (dokonce roven 0) pro g(x) ∝ h(x)f(x), kde ∝ znač́ı
rovnost až na multiplikativńı konstantu. Proto je dobré, když g je bĺızká c h(x)f(x).

4. Když sup f/g = ∞, tak velký význam je dáván několika málo hodnotám Xj , pro které je pod́ıl f/g
velký, proto neńı dobré, když g má lehké chvosty (např. normálńı rozděleńı). Když
sup f/g =M <∞, tak lze už́ıt zamı́taćı metodu pro simulaci př́ımo z f .

Pokud neznáme normuj́ıćı konstanty u f a g, tak lze použ́ıt samonormuj́ıćı (selfnormalised) importance
sampling : ∑m

j=1 h(Xj)
f∗(Xj)
g∗(Xj)∑m

j=1
f∗(Xj)
g∗(Xj)

. (2.2)

Podle silného zákona velkých č́ısel konverguje (2.2) k

∫
h(x)f∗(x)g(x)/g∗(x)µ(dx)∫
f∗(x)g(x)/g∗(x)µ(dx)

=
(cf/cg)Efh(X)

cf/cg
= Efh(X),

kde cf = f∗/f a cg = g∗/g. Mı́sto nestrannosti ted’ máme pouze asymptotickou nestrannost (2.2).

Výhoda MCMC je, že mı́sto generováńı nezávislých vzork̊u (= realizaćı Xj), což může být těžké,
generujeme markovský řetězec. Závislosti v markovském řetězci zp̊usob́ı větš́ı rozptyl statistiky (2.1)
resp. (2.2), ovšem ten může být sńıžen větš́ım počtem m vygenerovaných vzork̊u.
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Kapitola 3

Bayesovská statistika

Existuje speciálńı přednáška Bayesovské metody.

3.1 Bayesova věta

Ve statistice obvykle pracujeme s pozorováńım x, které se považuje za realizaci náhodného elementu X
v nějakém měřitelném prostoru (X ,X). Předpokládá se, že X má rozděleńı s hustotou f(x | θ) vzhle-
dem k σ-konečné mı́̌re µ. O funkci f(x | θ) se mluv́ı také jako o věrohodnosti (likelihood). V klasickém
parametrickém př́ıstupu je θ ∈ Θ ∈ B(Rd) vektor neznámých hodnot. Oproti tomu bayesovský př́ıstup
považuje θ za d-rozměrný náhodný vektor s hustotou v̊uči nějaké σ-konečné mı́̌re ν. Bayesovský př́ıstup
je založen na kombinaci historické informace o parametru θ a pozorovaných dat. Informace o možných
hodnotách θ před experimentem určuje apriorńı (prior) hustota π(θ). Aposteriorńı (posterior) rozděleńı
θ za podmı́nky X = x je pak dáno Bayesovou větou

π(θ | x) = f(x | θ)π(θ)∫
Θ
f(x | θ)π(θ) ν(dθ) ∝ f(x | θ)π(θ),

pokud je jmenovatel nenulový. Pro užit́ı zamı́taćı metody nebo importance samplingu znalost π(θ | x) až
na normuj́ıćı konstantu stač́ı, tedy pro tyto metody neńı nutné znát jmenovatel přesně.

Pokud bychom nyńı uvažovali nové nezávislé pozorováńı y spojené s θ, použijeme π(θ | x) jako apriorńı
hustotu pro θ a opětnou aplikaćı Bayesovy věty dostaneme nové aposteriorńı rozděleńı. Neńı těžké ukázat,
že výsledek nezáviśı na pořad́ı, v jakém pozorováńı zpracováváme (viz cvičeńı).

Můžeme si všimnout, že u π(θ) se nemuśı specifikovat normuj́ıćı konstanta – ve výpočtu π(θ | x)
se zkrát́ı. Pokud je jmenovatel konečný pro µ-s.v. x ∈ X , lze použ́ıt i nevlastńı hustotu π(θ), tj.∫
π(θ) ν(dθ) = ∞.
Pokud nemáme představu o apriorńım rozděleńı, je obvyklou volbou neurčité apriorńı rozděleńı

(π(θ) je konstantńı). Ne vždy je ale možné ho použ́ıt, protože neurčité nevlastńı apriorńı rozděleńı může
vést na nevlastńı aposteriorńı rozděleńı.

Př́ıklad: X | θ ∼ R(0, θ), π(θ) = 1, θ > 0, pak
∫
f(x | θ)π(θ) dθ =

∫
1
θ dθ.

Jak vypadá neurčité rozděleńı rovněž záviśı na parametrizaci.

Př́ıklad: Bud’ X | θ ∼ Binom(θ, n), π(θ) = 1, θ ∈ (0, 1). Po reparametrizaci ψ = θ2 dostanu π(ψ) = 1
2
√
ψ
,

což neńı rovnoměrné rozděleńı.

Neurčité apriorńı rozděleńı, které nezáviśı na parametrizaci θ, je dáno tzv. Jeffreysovou hustotou
(Jeffreys’ density) π(θ) =

√
det I(θ), kde

I(θ)i,j = −Eθ

(
∂ log f(x | θ)

∂θi

∂ log f(x | θ)
∂θj

)

je Fisherova informačńı matice o θ.
V bayesovské statistice je statistická inference založena na aposteriorńım rozděleńı θ. Jakmile ho

máme, tak nás většinou zaj́ımaj́ı jeho charakteristiky, které shrnuj́ı informaci o rozděleńı θ, např. apo-
steriorńı středńı hodnota (posterior mean) je E[θ | X = x] nebo aposteriorńı rozptyl (posterior variance)
je var[θ | X = x]. K výpočtu aposteriorńı středńı hodnoty nějaké funkce θ je třeba se vypořádat s (většinou
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v́ıcerozměrným) integrálem typu
∫
h(θ)π(θ | x) ν(dθ). Ten lze analyticky spoč́ıtat jen v některých speciálńıch

př́ıpadech, proto se muśı využ́ıt numerické integrace, Monte Carlo integrace, asymptotické aproximace
nebo nejčastěji MCMC metod.

3.2 Konjugovaná rozděleńı

Definice 3.2.1. Řekneme, že P je systém hustot konjugovaných (conjugate) s f(x | θ), pokud pro každé
π(θ) ∈ P je π(θ | x) ∈ P pro s.v. x.

Pozn.: Zřejmě systém všech hustot je konjugovaný s libovolným modelem pro pozorováńı. Definice kon-
jugovaných rozděleńı je užitečná pouze pro rozumně velké tř́ıdy hustot.

Př́ıklad: Tř́ıda normálńıch rozděleńı je konjugovaná pro normálńı pozorováńı se známým rozptylem (viz
cvičeńı).

Výhoda konjugovaných rozděleńı spoč́ıvá v tom, že přechod od apriorńıho k aposteriorńımu je pouze
změna parametr̊u bez nutnosti daľśıch výpočt̊u. Neboli aktualizace rozděleńı θ je jednoduchá. Na druhou
stranu nevýhodou je jisté omezeńı na volbu apriorńıho rozděleńı. Konjugované rozděleńı nemuśı být
vhodnou volbou pro daný problém. Je třeba volit kompromis mezi realitou a výpočetńı zvládnutelnost́ı.

Poṕı̌seme možnou konstrukci systému konjugovaných hustot pro exponenciálńı rodinu (exponential
family) rozděleńı, tj. rozděleńı s hustotou tvaru

f(x | θ) = exp





d∑

j=1

cj(θ)Tj(x) +A(θ) +B(x)



 . (3.1)

Tvrzeńı 3.2.1. Systém hustot

π(θ) = C(α1, . . . , αd, β) exp





d∑

j=1

αjcj(θ) + βA(θ)





je konjugovaný s f(x | θ) daným (3.1).

D̊ukaz:

π(θ | x) ∝ f(x | θ)π(θ) ∝ exp





d∑

j=1

cj(θ)Tj(x) +A(θ)



 exp





d∑

j=1

αjcj(θ) + βA(θ)





= exp





d∑

j=1

(αj + Tj(x))cj(θ) + (β + 1)A(θ)



 .

Mnoho použ́ıvaných rozděleńı je exponenciálńıho typu (např. normálńı, Γ, binomické, Poissonovo).
Do exponenciálńı rodiny nepatř́ı např. rovnoměrné nebo t-rozděleńı.

S rostoućı dimenźı a komplikovanost́ı modelu je těžš́ı obdržet konjugovaná rozděleńı. Pro v́ıcepara-
metrické modely hraje v MCMC metodách d̊uležitou roli tzv. podmı́něná konjugovanost (conditional
conjugacy). Pro θ = (θ1, . . . , θd) položme θ−i = (θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θd), i = 1, . . . , d. O podmı́něné
konjugovanosti parametru θi mluv́ıme, pokud π(θi | θ−i) a π(θi | x, θ−i) jsou stejného typu pro i ∈
{1, . . . , d}.
Př́ıklad: Když apriorńı rozděleńı má nezávislé složky (π(θ) = π1(θ1) · · ·πd(θd)) a marginálńı složky πi(θi)
jsou konjugované s f(x | θi), pak dostáváme podmı́něnou konjugovanost.

Pozn.: Existuj́ı př́ıklady podmı́něné konjugovanosti, kdy složky apriorńıho rozděleńı nejsou nezávislé.
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3.3 Hierarchické modely

V hierarchických modelech (hierarchical models) je apriorńı rozděleńı specifikováno ve v́ıce stupńıch.

Př́ıklad: Klasický model lineárńı regrese, kde nezávislá pozorováńı Y1, . . . , Yn maj́ı normálńı rozděleńı,
má tvar

Yi = xi1β1 + · · ·+ xidβd + σ2εi, i = 1, . . . , n,

kde xi1, . . . , xid jsou vysvětluj́ıćı proměnné pro i-té pozorováńı, β1, . . . , βd jsou regresńı koeficienty, chyby
εi jsou nezávislé s normovaným normálńım rozděleńım N(0, 1) a σ2 > 0 je rozptyl. Maticový zápis je

Y ∼ Nn(Xβ, τ
−1In),

kde Y = (Y1, . . . , Yn)
T , β = (β1, . . . , βd)

T , X = (xij) je matice typu n× d, disperze τ = σ−2 > 0 a In je
jednotková matice řádu n.

V bayesovském př́ıstupu muśı být model doplněn o apriorńı rozděleńı pro parametry (β, τ). Budeme
uvažovat, že β a τ jsou apriorně nezávislé, β ∼ Nd(b0, B0) a τ ∼ Γ(n0/2, n0σ

2
0/2), což je ekvivalentńı

tomu, že n0σ
2
0/σ

2 ∼ χ2
n0
. Aposteriorńı rozděleńı, které můžeme vyjádřit z Bayesovy věty, je kompliko-

vaného tvaru. Nelze očekávat, že v tomto př́ıpadě budeme mı́t konjugovanost. Ovšem dostat podmı́něná
aposteriorńı rozděleńı neńı tak složité (viz cvičeńı):

β | y, τ ∼ N(b1, B1) a τ | y, β ∼ Γ(n1/2, n1σ
2
1/2),

kde b1 = B1(B
−1
0 b0 + τXT y), B−1

1 = B−1
0 + τXTX, n1 = n0 + n a n1σ

2
1 = (y −Xβ)T (y −Xβ) + n0σ

2
0 .

Apriorńı rozděleńı bylo určeno pomoćı hyperparametr̊u b0 ∈ R
d, B0 ∈ R

d×d, n0 ∈ N, σ2
0 > 0, které

se pokládaj́ı za známé konstanty. Někdy může být vhodné tyto parametry považovat rovněž za náhodné.
Apriorńı rozděleńı je pak dáno ve v́ıce kroćıch. Jako př́ıklad budeme nyńı uvažovat dvoustupňový model
normálńı regrese (two-stage normal regression model). Předpokládejme, že vektor β je specifikován pomoćı
regresńıho modelu s vysvětluj́ıćımi proměnnými x̃ij , i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d̃ a regresńımi koeficienty

β̃1, . . . , β̃d̃. Celý model (viz [21]) má potom maticový tvar

Y | β, τ ∼ Nn(Xβ, τ
−1In),

β | β̃ ∼ Nd(X̃β̃, C0),

τ ∼ Γ

(
n0
2
,
n0σ

2
0

2

)
,

β̃ ∼ Nd̃(b0, B0),

kde C0 ∈ R
d×d, B0 ∈ R

d̃×d̃, n0 ∈ B, σ2
0 > 0 jsou známé hyperparametry. Sdružená hustota (Y, β, β̃, τ)

proto splňuje
f(y, β, β̃, τ) = f(y | β, τ)π(β | β̃)π(β̃)π(τ),

což bohužel neumožňuje analyticky zvládnout analýzu modelu. Marginálńı aposteriorńı rozděleńı para-
metr̊u β, β̃ a τ neńı možné analyticky vyjádřit, ale s plnými podmı́něnými aposteriorńımi rozděleńımi lze
pracovat:

β | y, β̃, τ ∼ Nd(b, C1),

τ | y, β, β̃ ∼ Γ

(
n1
2
,
n1σ

2
1

2

)
,

β̃ | y, β, τ ∼ Nd̃(b1, B1),

kde b = C1(C
−1
0 X̃β̃+ τXT y), C−1

1 = C−1
0 + τXTX, n1 = n+n0, n1σ

2
1 = n0σ

2
0 + (y−XTβ)T (y−XTβ),

b1 = B1(B
−1
0 b0 + X̃TC−1

0 β) a B1 = (B−1
0 + X̃TC−1

0 X̃)−1. Vid́ıme tedy, že všechny parametry jsou
podmı́něně konjugované. Prvńı dvě podmı́něná rozděleńı dostáváme z toho, že podmı́něně při β̃ jsme
v situaci předchoźıho modelu. Posledńı se vypočte ze vztahu π(β̃ | y, β, τ) ∝ π(β | β̃)π(β̃). Všimněme
si, že π(β̃ | y, β, τ) nezáviśı na pozorováńı y. To je d̊usledkem hierarchické struktury modelu. Veškerá
informace daná pozorováńım y se přenáš́ı na β̃ prostřednictv́ım β. Neboli Y a β̃ jsou podmı́něně nezávislé
při daném β.

Pozn.: Hierarchické modely maj́ı zř́ıdka v́ıce než tři stupně a obvykle je apriorńı rozděleńı v nejvyšš́ım
stupni neurčité.
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Kapitola 4

Př́ıklady MCMC algoritmů

Ukážeme si některé MCMC algoritmy pro simulaci z ćılového rozděleńı (target distribution) π, o kterém
předpokládáme, že má hustotou f vzhledem k nějaké σ-konečné referenčńı mı́̌re µ na měřitelném prostoru
(X ,X). Označme X+ = {x : f(x) > 0}.

Naš́ım ćılem je zkonstruovat markovský řetězec, jehož limitńı rozděleńı bude π. Množina stav̊u tohoto
řetězce bude obecně nespočetná. Roli pravděpodobnost́ı přechodu z markovských řetězc̊u se spočetnými
stavy bude nyńı hrát tzv. přechodové jádro (transition probability kernel) P (x,A), které určuje pravdě-
podobnost přechodu ze stavu x do stavu v množině A. Předpokládáme, že P je markovské jádro na X .

Definice 4.0.1. Měřitelné zobrazeńı P : X × X → [0, 1] nazveme markovským jádrem (Markov kernel)
na (X ,X), pokud

(i) pro každé A ∈ X je P (·, A) nezáporná měřitelná funkce na X ,

(ii) pro každé x ∈ X je P (x, ·) pravděpodobnostńı mı́ra na X.

Existuje-li limitńı rozděleńı řetězce, je stacionárńı (invariantńı), tedy splňuje

π(A) =

∫

X
P (x,A)π(dx) ∀A ∈ X. (4.1)

Postačuj́ıćı podmı́nka (nikoli však nutná) pro invarianci π je reverzibilita (reversibility) markovského
řetězce vzhledem k π:

π(dx)P (x, dy) = π(dy)P (y, dx),

což lze přepsat pomoćı hustot jako

f(x)p(x, y) = f(y)p(y, x) ∀x, y ∈ X , (4.2)

kde p(x, y) je tzv. přechodová hustota. Je to hustota přechodového jádra P , tj. P (x,A) =
∫
A
p(x, y)µ(dy).

Podmı́nka (4.2) je známá jako detailńı podmı́nka rovnováhy (detailed balance condition). Neńı těžké se
přesvědčit, že (4.1) je splněna, když (4.2) plat́ı:

∫

X
P (x,A)π(dx) =

∫

X

∫

A

p(x, y)µ(dy) f(x)µ(dx) =

∫

X

∫

A

f(y)p(y, x)µ(dy)µ(dx)

=

∫

A

f(y)

(∫

X
p(y, x)µ(dx)

)
µ(dy) =

∫

A

f(y)µ(dy) = π(A).

Ke konstrukci markovského řetězce s daným stacionárńım rozděleńım proto stač́ı nalézt přechodové jádro
splňuj́ıćı detailńı podmı́nku rovnováhy. To je vždy možné (např. Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus).
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4.1 Gibbs̊uv výběrový plán

Budeme předpokládat, že prostor X má součinový tvar
∏d
i=1 Xi, nejčastěǰśı př́ıpad je X = R

d. Ćılové
rozděleńı př́ısluš́ı nějakému náhodnému vektoru (X1, . . . , Xd).

Algoritmus 4.1.1. Gibbs̊uv výběrový plán (Gibbs sampler):

1. zvol počátečńı stav x(0) = (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
d ) ∈ X+, polož t = 0,

2. simuluj x
(t+1)
1 z podmı́něného rozděleńı X1 | x(t)2 , . . . , x

(t)
d ,

simuluj x
(t+1)
2 z podmı́něného rozděleńı X2 | x(t+1)

1 , x
(t)
3 , . . . , x

(t)
d ,

...

simuluj x
(t+1)
d z podmı́něného rozděleńı Xd | x(t+1)

1 , . . . , x
(t+1)
d−1 ,

3. pokud t+ 1 < T , tak t zvěťsi o jedničku a jdi na 2., jinak ukonči algoritmus.

Pozn.: Gibbs̊uv výběrový plán předpokládá, že umı́me simulovat ze všech plně podmı́něných rozděleńı
f(xi | x−i). I pro v́ıcerozměrné problémy tak můžou být všechny simulace jednorozměrné. Jak jsme již
viděli, pokud v bayesovských metodách docháźı k podmı́něné konjugovanosti, tak z plně podmı́něných
rozděleńı neńı těžké simulovat, zat́ımco sdružené rozděleńı může být poměrně komplikované a je obt́ıžné
z něho simulovat. Jedná se tedy o situaci vhodnou pro Gibbs̊uv výběrový plán.

Vždy d krok̊u algoritmu dá novou iteraci vektoru. Výstupem je realizace x(0), . . . , x(T ) markovského
řetězce X(t). Přechodová hustota (pokud existuje) je rovna součinu plně podmı́něných rozděleńı f :

p(x, y) =

d∏

i=1

f(yi | y1, . . . , yi−1, xi+1, . . . , xd).

Př́ıslušné přechodové jádro P se nazývá Gibbsovo jádro (Gibbs kernel).
Můžeme si položit otázku, zda X(t) konverguje pro t → ∞ slabě k náhodnému vektoru X bez

ohledu na volbu počátečńıho stavu x(0). Jednoduchý př́ıklad ukazuje, že tomu tak nemuśı být. Za jistých
předpoklad̊u se ale dá dokázat, že ćılové rozděleńı je stacionárńı pro markovský řetězec X(t).

Př́ıklad: Necht’ (X1, X2) má rovnoměrné rozděleńı na množině A ∪ B, kde A = A1 × A2 a B = B1 × B2

jsou obdélńıky v R
2 s disjunktńımi projekcemi. Potom plně podmı́něná rozděleńı jsou rovnoměrná:

X1 | x2 ∼
{
R(A1) pokud x2 ∈ A2,

R(B1) pokud x2 ∈ B2,

X2 | x1 ∼
{
R(A2) pokud x1 ∈ A1,

R(B2) pokud x1 ∈ B1.

V závislosti na volbě počátečńıho rozděleńı z̊ustává řetězec bud’ v A nebo B, nikdy se nedostane z A do
B ani z B do A. Je tedy rozložitelný a limitńı rozděleńı je rovnoměrné na A nebo B (podle volby x(0)).

Lemma 4.1.2. (Besag [1]) Necht’ fi(xi) > 0 pro každé i ∈ {1, . . . , d} implikuje f(x) > 0, kde
x = (x1, . . . , xd) a fi jsou marginály f . Potom

f(y)

f(x)
=

d∏

i=1

f(yi | y1, . . . , yi−1, xi+1, . . . , xd)

f(xi | y1, . . . , yi−1, xi+1, . . . , xd)
, x ∈ X+.

D̊ukaz: Z definice podmı́něného rozděleńı máme:

f(y) = f(yd | y1, . . . , yd−1)f(y1, . . . , yd−1),

f(y1, . . . , yd−1, xd) = f(xd | y1, . . . , yd−1)f(y1, . . . , yd−1),

a odtud

f(y) =
f(yd | y1, . . . , yd−1)

f(xd | y1, . . . , yd−1)
f(y1, . . . , yd−1, xd).
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Dále

f(y1, . . . , yd−1, xd) = f(yd−1 | y1, . . . , yd−2, xd)f(y1, . . . , yd−2, xd),

f(y1, . . . , yd−2, xd−1, xd) = f(xd−1 | y1, . . . , yd−2, xd)f(y1, . . . , yd−2, xd),

což znamená, že

f(y) =
f(yd | y1, . . . , yd−1)

f(xd | y1, . . . , yd−1)

f(yd−1 | y1, . . . , yd−2, xd)

f(xd−1 | y1, . . . , yd−2, xd)
f(y1, . . . , yd−2, xd−1, xd).

Takto postupně dostaneme požadované tvrzeńı.

Z lemmatu plyne, že f(x)p(x, y) 6= f(y)p(y, x), tedy Gibbs̊uv výběrový plán nedává reverzibilńı řetě-

zec. Můžeme však uvažovat přechodové jádro s hustotou p∗(y, x) =
∏d
i=1 f(xi | y1, . . . , yi−1, xi+1, . . . , xd)

odpov́ıdaj́ıćı simulaci
”
odzadu“ – od d-té souřadnici k prvńı. Potom se dá ukázat invariance f vzhledem

k P . Proto existuje-li limitńı rozděleńı řetězce, je to nutně π.

Věta 4.1.3. Za předpoklad̊u lemmatu 4.1.2 je π invariantńı mı́ra vzhledem ke Gibbsovu jádru, tedy
splňuje (4.1).

D̊ukaz: Využijeme toho, že f(y)p∗(y, x) = f(x)p(x, y) pro každé x, y ∈ X+, viz lemma 4.1.2. Pro A ∈ X

je

∫

X
P (x,A)π(dx) =

∫

X

∫

A

p(x, y)µ(dy)π(dx) =

∫

X

∫

A

p(x, y)f(x)µ(dy)µ(dx)

=

∫

A

∫

X
f(x)p(x, y)µ(dx)µ(dy) =

∫

A

∫

X
f(y)p∗(y, x)µ(dx)µ(dy) =

∫

A

f(y)µ(dy) = π(A).

Algoritmu 4.1.1 se také ř́ıká systematický (systematic) Gibbs̊uv výběrový plán, protože složky vektoru
se procházej́ı systematicky od prvńı k posledńı. Modifikaćı tohoto algoritmu je tzv. náhodné procházeńı
(random scan), kdy složky vektoru, ze kterých simulujeme, vyb́ıráme náhodně (každou s pravděpodobnost́ı
1/d).

Algoritmus 4.1.4. Náhodné procházeńı v Gibbsově výběrovém plánu (random scan Gibbs sampler):

1. zvol počátečńı stav x(0) = (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
d ), polož t = 0,

2. vygeneruj k z rovnoměrného rozděleńı na množině {1, . . . , d} a simuluj x
(t+1)
k z podmı́něného rozděleńı

Xk | x(t)1 , . . . , x
(t)
k−1, x

(t)
k+1, . . . , x

(t)
d , polož x

(t+1)
j = x

(t)
j pro j 6= k,

3. pokud t+ 1 < T , tak t zvěťsi o jedničku a jdi na 2., jinak ukonči algoritmus.

Tento algoritmus již vede na reverzibilńı markovský řetězec.

4.2 Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus

Bud’ Q markovské jádro na X . Necht’ Q(x, dy) = q(x, y)µ(dy) pro nějaké q a Q(x,X+) = 1 pro x 6∈ X+.
Funkce q se nazývá návrhová hustota (proposal density).

Definujme pravděpodobnost přijet́ı návrhu (proposal acceptance probability) jako

α(x, y) =

{
min

{
f(y)q(y,x)
f(x)q(x,y) , 1

}
pro f(x)q(x, y) > 0,

1 jinak.

14



Algoritmus 4.2.1. Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus (Metropolis-Hastings algorithm):

1. Zvol x(0) ∈ X+ libovolně, polož t = 0.

2. Generuj y z rozděleńı Q(x(t), ·). S pravděpodobnost́ı α(x(t), y) je kandidát y přijat (x(t+1) = y),
s pravděpodobnost́ı 1− α(x(t), y) je zamı́tnut (x(t+1) = x(t)).

3. Pokud t+ 1 < T , tak zvěťsi t o jedničku a jdi na 2., jinak ukonči algoritmus.

Pozn.: Vygenerovaný řetězec skoro jistě neopust́ı X+, protože když f(y) = 0, tak α(x, y) = 0.

Algoritmus záviśı na f jen přes pod́ıl f(y)/f(x), proto neńı nutné znát normuj́ıćı konstantu u hustoty
f . Podobně neńı nutné znát normuj́ıćı konstantu u q. Daľśı výhoda Metropolisova-Hastingsova algoritmu
spoč́ıvá v tom, že simulujeme z rozděleńı q, které si voĺıme libovolně. Na rozd́ıl od Gibbsova výběrového
plánu tedy nemuśıme znát podmı́něné hustoty ćılového rozděleńı (a umět z nich generovat). Nevýhodou
je, že pokud q je nevhodně zvoleno, může být pravděpodobnost přijet́ı návrhu často malá (tud́ıž počet
zamı́tnut́ı je velký a řetězec dlouho z̊ustává v jednom stavu), což snižuje efektivitu algoritmu.

Definujme

p0(x, y) =

{
q(x, y)α(x, y) pro x 6= y,

0 pro x = y

Potom p0(x, y)f(x) = p0(y, x)f(y), protože α(x, y) < 1 znamená α(y, x) = 1 a naopak. Tedy p0 splňuje
detailńı podmı́nku rovnováhy (4.2). Položme

r(x) = 1−
∫
p0(x, y)µ(dy),

pravděpodobnost, že X(t) neopust́ı x v jednom kroku. Potom přechodové (Metropolisovo-Hastingsovo)
jádro je

P (x, dy) = p0(x, y)µ(dy) + r(x)δx(dy),

kde δx je Diracova mı́ra v bodě x, tj.

δx(A) =

{
1, x ∈ A,

0, x 6∈ A.

Věta 4.2.2. Cı́lové rozděleńı π s hustotou f je invariantńı pro Metropolisovo-Hastingsovo jádro.

D̊ukaz: Pro A ∈ X je

∫

X
P (x,A)π(dx) =

∫

X
P (x,A)f(x)µ(dx)

=

∫

X

(∫

A

p0(x, y)µ(dy)

)
f(x)µ(dx) +

∫

X
r(x)δx(A)f(x)µ(dx)

=

∫

A

(∫

X
p0(x, y)f(x)µ(dx)

)
µ(dy) +

∫

A

r(x)f(x)µ(dx)

=

∫

A

(∫

X
p0(y, x)f(y)µ(dx)

)
µ(dy) +

∫

A

r(x)f(x)µ(dx)

=

∫

A

(1− r(y))f(y)µ(dy) +

∫

A

r(x)f(x)µ(dx) =

∫

A

f(y)µ(dy) = π(A).

Ve třet́ı rovnosti jsme použili Fubiniovu větu a ve čtvrté podmı́nku detailńı rovnováhy pro p0.

Pozn.: Alternativńı d̊ukaz věty spoč́ıvá v d̊ukazu, že Metropolis-Hastingsovo jádro P je reverzibilńı vzhle-
dem k π, nebot’ reverzibilita vzhledem k π implikuje invarianci vzhledem k π. Reverzibilita je ovšem
splněna, nebot’ pro spojitou část jádra P plyne reverzibilita z podmı́nky detailńı rovnováhy pro p0,
a diskrétńı část jádra r(x)δx(dy) je triviálně reverzibilńı vzhledem k libovolnému pravděpodobnostńımu
rozděleńı (ověřte).
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Př́ıklady:

(a) náhodná procházka (random walk): X = R
d, q(x, y) = q0(y−x). Tedy pro dané x je návrh Y = x+Z,

kde Z má hustotu q0. Typická volba pro q0 je hustota d-rozměrného normálńıho rozděleńı nebo
rovnoměrné rozděleńı na d-rozměrné kouli.

Je-li q0(x) = q0(−x), mluv́ıme o symetrické náhodné procházce (symmetric random walk)
a α(x, y) = min{f(y)/f(x), 1}, tedy kandidáta s větš́ı hodnotou ćılové hustoty přijmeme vždy.
Neńı proto nutné vyč́ıslovat q. Algoritmus se symetrickou návrhovou funkci (q(x, y) = q(y, x)) se
někdy nazývá krátce Metropolis̊uv. Byl poprvé uvažován v článku Metropolise a kol. [23], kde
lze rovněž nalézt heuristický d̊ukaz konvergence. Př́ınos Hastingse ([13]) spoč́ıvá v zobecněńı na
nesymetrické návrhy, rigorózńım d̊ukazu konvergence a zaměřeńı na statistické problémy.

(b) multiplikativńı náhodná procházka (multiplicative random walk): X = R
d, q(x, y) = 1

y q0
(
log y

x

)
.

Odpov́ıdá situaci, kdy návrh je Y = xeZ , kde Z má hustotu q0.

(c) nezávislý výběr (independent sampler): q(x, y) = q0(y) pro všechna x ∈ X (návrhová hustota
nezáviśı na současném stavu). Definujme w(x) = f(x)/q0(x), potom je α(x, y) = min{w(y)/w(x), 1}.
Je-li q0 = f , je w = 1 a algoritmus dává náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f . Situace připomı́ná
importance sampling, každému stavu je přǐrazena váha (pod́ıl ćılové a pomocné hustoty). Návrhy
s větš́ı váhovou funkćı jsou častěji přij́ımány. Opět je vhodné, aby váhová funkce byla omezená
(jinak řetězec může po dlouhou dobu z̊ustávat ve stavech s velkou váhou) a co nejbližš́ı konstantńı
jedničce. Aby se zajistila omezenost w, je dobré volit q0 s těžkými chvosty (např. mnohorozměrné
t-rozděleńı pro X = R

d).

(d) autoregresńı řetězec (autoregressive chain): X = R
d, q(x, y) = q0(y − a − b(x − a)), kde a ∈ R

d

a b ∈ R jsou pevné. Návrh je Y = a+ b(x− a) + Z, kde Z má hustotu q0. Jedná se o prostředńıka
mezi náhodnou procházkou (b = 1) a nezávislým výběrem (a = b = 0). Pro 0 < b < 1 tato strategie
stahuje současný stav směrem k a. Volba b < 0 vede na záporné korelace v řetězci, což snižuje
rozptyl odhad̊u středńıch hodnot funkćı stav̊u.

(e) zamı́taćı výběr (rejection sampler): Připomeňme, že při simulováńı zamı́taćı metodou (algoritmus
2.2.2) potřebujeme, aby platilo f(x) ≤ Mg(x) pro všechna x a nějakou konstantu M . Často je
konstanta M tak velká, že pravděpodobnost přijet́ı je velmi malá. Pokud neplat́ı f(x) ≤ Mg(x)
a použijeme zamı́taćı metodu, dostáváme výběr z rozděleńı s hustotou q0(x) ∝ min(f(x),Mg(x)).
Nyńı můžeme už́ıt Metropolis̊uv-Hastings̊uv nezávislý výběr s q0. Označme C = {x : f(x) ≤
Mg(x)}, pravděpodobnost přijet́ı je potom

α(x, y) = min

{
f(y)q0(x)

f(x)q0(y)
, 1

}
=





1 pro x ∈ C,
Mg(x)
f(x) pro x 6∈ C, y ∈ C,

min
{
f(y)g(x)
f(x)g(y) , 1

}
pro x 6∈ C, y 6∈ C.

Hlavńı část celého algoritmu se tedy skládá ze dvou krok̊u. V prvńım se generuje návrh z rozděleńı
s hustotou úměrnou min(f(y),Mg(y)) pomoćı zamı́taćıho výběru a v druhém se tento návrh přijme
s pravděpodobnost́ı α(x, y).

(f) Langevin̊uv algoritmus (Langevin algorithm): X = R
d,

q(x, y) =
1

(2πσ2)d/2
exp

{
−‖y − x− σ2∇ log f(x)/2‖2

2σ2

}
,

kde σ je vhodný parametr a ∇ označuje gradient. Algoritmus už́ıvá informace o gradientu ćılové hu-
stoty f , návrh neńı centrován v současném stavu, ale je nasměrován tam, kde bude pravděpodobně
ćılová hustota nabývat vyšš́ı hodnoty.

(g) hybridńı algoritmus (hybrid algorithm): kombinace Metropolisova-Hastingsova algoritmu a Gibbsova
výběrového plánu. Dejme tomu, že chceme simulovat náhodný vektor (X1, X2), přitom simulace
z X1 | X2 je jednoduchá, ale z X2 | X1 nelze př́ımo simulovat. Mı́sto toho použijeme pro aktualizaci
druhé složky Metropolisovo-Hastingsovo jádro se stacionárńım rozděleńım X2 | X1. Tento hybridńı
algoritmus se někdy také označuje jako Metropolis-within-Gibbs algorithm.
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Různá markovská jádra definovaná na tomtéž prostoru s t́ımtéž stacionárńım rozděleńım π lze kombi-
novat pomoćı skládáńı a mı́cháńı (nezávislého na aktuálńım stavu) a vytvářet tak nová markovská jádra
(a jim odpov́ıdaj́ıćı MCMC algoritmy) s t́ımtéž stacionárńım rozděleńım π. Podrobněji s k tomuto tématu
vrát́ıme v daľśıch kapitole.

Ilustračńı př́ıklad: dekódováńı šifrovaných vězeňských zpráv, část 2:
Máme k dispozici řetězec S = {s1, . . . sl} znak̊u šifrovaćı abecedy, který obsahuje zašifrované sděleńı. Na
prostoru X možných dekódovaćıch funkćı f : {šifrovaćı abeceda} → {normálńı abeceda} se snaž́ıme naj́ıt
tu správnou. Pokud je velikost šifrovaćı abecedy m a normálńı abecedy n ≥ m, tak možných f z X je
n!/(n−m)!. Tedy prostor X je velký. Pro nalezeńı té správné f zadefinujeme vhodný pravděpodobnostńı
model a provedeme jeho bayesovskou analýzu.
Model: pozorovaná zašifrovaná zpráva S (data) je kus anglického textu překódovaný pomoćı f . Anglický
text budiž realizace markovského řetězce s hodnotami v normálńı abecedě, počátečńım rozděleńım daným
vektorem v a matićı pravděpodobnost́ı přechodu M . Pro M a v použijeme jejich odhady pomoćı četnost́ı
přes nějaký standartńı (a dost dlouhý) text a budeme je považovat za známé. Dešifrovaćı funkce f budiž
neznámý parametr. Věrohodnost pozorovaných dat S je pak rovna

L(S|f) = v(f(s1))

l∏

i=1

M(f(si), f(si+1)).

Apriorńı rozděleńı pro f voĺıme rovnoměrné na X . Aposteriorńı rozděleńı f |S bude potom až na kon-
stantu rovno L(S|f).
V řešeńı dle [4] zanedbali počátečńı pravděpodobnosti v, resp. podmı́nili data prvńım pozorovaným zna-
kem s1. Tento rozd́ıl má ale na výsledek dekódováńı zanedbatelný vliv. Aposteriorńı rozděleńı f potom
přesně odpov́ıdá přijatelnosti Pl(f) =

∏
iM(f(si), f(si+1)).

Pro generováńı z rozděleńı daného Pl(f) se použije Metropolis̊uv algoritmus symetrické náhodné procházky
na X s návrhovým jádrem

Q(f, f∗) =

{
1

m(m−1)(n−m+1)(n−m+2) pro f, f∗ r̊uzné v max. dvou symbolech

0 jinak

Pravděpodobnost přijet́ı pak bude α(f, f∗) = min{Pl(f∗)/P l(f), 1}. Což přesně odpov́ıdá algoritmu ze
strany 3. Pokud je náš zašifrovaný řetězec S dostatečně dlouhý, bude aposteriorńı rozděleńı dané PL(f)
silně unimodálńı a koncentrované v okoĺı správné dešifrovaćı funkce f . Generovaný MCMC řetězec se
tedy po nějaké době ustáĺı v okoĺı tohoto modu a popsaný postup nalezne správnou dešifrovaćı funkci f .
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Kapitola 5

Markovské řetězce

V této kapitole zopakujeme základńı vlastnosti markovských řetězc̊u s diskrétńı množinou stav̊u a poté
přejdeme k situaci s obecnou množinou stav̊u. Stavový prostor budeme opět značit (X ,X).

5.1 Diskrétńı množina stav̊u

Předpokládejme, že množina stav̊u X = S je nejvýše spočetná.

Definice 5.1.1. Mějme posloupnost náhodných veličin {Xn, n ∈ N0} definovaných na pravděpodobnost-
ńım prostoru (Ω,A,P) a nabývaj́ıćıch hodnot v prostoru S. Řekneme, že {Xn, n ∈ N0} je markovský
řetězec (Markov chain) s množinou stav̊u S, jestlǐze plat́ı

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1 . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j | Xn = i)

pro všechna n ∈ N0, i, j, in−1, . . . , i0 ∈ S, pro která P (Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) > 0. Když
nav́ıc P(Xn+m+1 = j | Xn+m = i) = P(Xn+1 = j | Xn = i) pro libovolné m ∈ N, n ∈ N0 a i, j ∈ S, tak
mluv́ıme o homogenńım (homogeneous) řetězci.

Uvažujme homogenńı Markov̊uv řetězec {Xn, n ∈ N0} a připomeňme základńı definice a vlastnosti
z přednášky Náhodné procesy I, které rozš́ı̌ŕıme o některé daľśı poznatky.

Pro konečněrozměrná rozděleńı {Xn, n ∈ N0} plat́ı

P(X0 = i0, . . . , Xn = in) = pi0pi0i1 · · · pin−1in , (5.1)

kde pj = P(X0 = j) jsou počátečńı pravděpodobnosti (initial probabilities) a pij = P(Xn+1 = j | Xn = i)
jsou pravděpodobnosti přechodu (transition probabilities).

Pravděpodobnosti přechodu řádu n jsou

p
(n)
ij = P(Xn = j | X0 = i), i, j ∈ S.

Chapmanova-Kolmogorova rovnost má tvar

p
(n)
ij =

∑

k∈S
p
(m)
ik p

(n−m)
kj , i, j ∈ S, n,m ∈ N0,m ≤ n.

Stav j řetězce {Xn} je:

• trvalý (recurrent), pokud P(τjj <∞) = 1, kde τjj = min{n > 0 : Xn = j | X0 = j} je doba prvńıho

návratu do j. Ekvivalentně, když plat́ı
∑∞
n=0 p

(n)
jj = ∞.

• trvalý nenulový (positive recurrent), pokud Eτjj <∞.

• neperiodický (aperiodic), pokud největš́ı společný dělitel prvk̊u množiny {n > 0 : p
(n)
jj > 0} je

roven 1.
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Řetězec {Xn} je nerozložitelný (irreducible), když pro všechna i, j ∈ S existuje n ∈ N tak, že p
(n)
ij > 0.

Ř́ıkáme, že nerozložitelný řetězec je ergodický (ergodic), pokud nějaký stav j ∈ S (a potom všechny stavy)
je trvalý nenulový a neperiodický.

V nerozložitelném řetězci je existence trvalého nenulového stavu ekvivalentńı existenci stacionárńıho
rozděleńı. Pravděpodobnostńı rozděleńı π se nazývá stacionárńı rozděleńı (stationary distribution), jestliže

πj =
∑
i∈S πip

(n)
ij pro všechna j ∈ S a n ∈ N. Pokud existuje {ηj ≥ 0, j ∈ S} splňuj́ıćı ηj =

∑
i∈S ηip

(n)
ij

pro všechna j ∈ S a n ∈ N, pak se nazývá invariantńı mı́ra (invariant measure). Pokud je počátečńı
rozděleńı stacionárńı, tak {Xn} je striktně stacionárńı proces (speciálně Xn má rozděleńı π pro každé n).

Jsou-li v nerozložitelném řetězci všechny stavy trvalé nenulové a neperiodické (ergodický řetězec), tak
stacionárńı rozděleńı existuje, je jediné a splňuje

lim
n→∞

p
(n)
ij = πj pro všechna i, j ∈ S,

neboli je limitńı (limitting). Dokonce plat́ı

lim
n→∞

∑

j∈S
|p(n)ij − πj | = 0.

Nav́ıc pro ergodický řetězec plat́ı tzv. ergodická věta. Je-li Eπ|h(X)| =∑i∈S |h(i)|πi <∞, potom

lim
n→∞

h̄n = Eπh(X) P-s.j.,

kde h je reálná měřitelná funkce na S, h̄n = 1
n

∑n
i=1 h(Xi) a Eπh(X) =

∑
j∈S h(j)πj .

Řekneme, že markovský řetězec se stacionárńım rozděleńım π je reverzibilńı (reversible), splňuje-li

πipij = πjpji, ∀i, j ∈ S.

Ergodický řetězec je geometricky ergodický (geometrically ergodic), existuje-li 0 ≤ λ < 1 a funkce V
tak, že ∑

j∈S
|p(n)ij − πj | ≤ V (i)λn ∀i ∈ S, n ∈ N. (5.2)

Nejmenš́ı λ, pro něž existuje funkce V splňuj́ıćı (5.2), se znač́ı λ∗ a nazývá se geometrický řád konvergence
(geometric rate of convergence).

Necht’ existuj́ı vlastńı č́ısla |λ0| ≥ |λ1| ≥ . . . a vlastńı levé vektory e0, e1, . . . matice P = (pij), tj.
∑

i∈S
ek(i)pij = λkek(j).

Zřejmě λ0 = 1 a e0 = π. Pro geometricky ergodický řetězec jsou {λi, i ∈ N} stejnoměrně odražené od ±1
a plat́ı λ∗ = supi∈N |λi| < 1, tj. λ∗ je druhé největš́ı vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě – SLEM (second
largest eigenvalue modulus). Toto tvrzeńı je d̊usledkem Perronovy-Frobeniovy věty, která udává tvar
matice Pn.

Bud’ funkce h taková, že Eπh
2(X) <∞. Potom za předpokladu geometrické ergodicity plat́ı centrálńı

limitńı věta pro ergodické pr̊uměry h̄n = 1
n

∑n
i=1 h(Xi):

√
n
(
h̄n − Eπh(X)

) D−→
n→∞

N(0, σ2),

kde pro limitńı rozptyl plat́ı σ2 ≤ 1+λ∗

1−λ∗ varπ h(X).

5.2 Obecná množina stav̊u

Necht’ X je obecná množina a σ-algebra X je spočetně generovaná. Podrobnosti k teorii markovských
řetězc̊u s obecným prostorem stav̊u lze nalézt v [24]. Dobrým zdrojem asymptotických výsledk̊u se
zřetelem k jejich využit́ı pro MCMC jsou také přehledové články [37, 15, 32].

Mnoho výsledk̊u pro diskrétńı prostor stav̊u se dá zobecnit na situaci s obecným prostorem stav̊u.
Mı́sto pravděpodobnost́ı přechodu je třeba použ́ıvat markovská přechodová jádra. Následuj́ıćı věta je
zobecněńı vztahu (5.1), ve kterém jsou konečněrozměrná rozděleńı vyjádřena pomoćı pravděpodobnost́ı
přechodu.
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Věta 5.2.1. Bud’ dáno markovské jádro P na (X ,X) a pravděpodobnostńı rozděleńı ̺ na X. Pak existuje
náhodný proces {Xn, n ∈ N0} takový, že

P(X0 ∈ A0, . . . , Xn ∈ An) =

∫

A0

· · ·
∫

An−1

P (yn−1, An)P (yn−2, dyn−1) · · ·P (y0, dy1)̺(dy0) (5.3)

pro všechna n ∈ N0, A0, . . . , An ∈ X.

D̊ukaz: (náznak) Projektivnost se ověř́ı položeńım An = X . Existence plyne z Danielovy-Kolmogorovovy
věty.

Definice 5.2.1. Řekneme, že náhodný proces {Xn} s obecnou množinou stav̊u X je homogenńı markovský
řetězec (homogeneous Markov chain) s přechodovým jádrem P a počátečńım rozděleńım ̺, pokud jeho
konečněrozměrná rozděleńı splňuj́ı (5.3) pro každé n ∈ N0 a pro všechna A0, . . . , An ∈ X.

Pro libovolnou měřitelnou funkci f na X a σ-konečnou mı́ru µ na X budeme psát

Pf(x) =

∫

X

f(y)P (x, dy), µP (A) =

∫

X

P (x,A)µ(dx),

neboli Pf je funkce na X a µP je mı́ra na X.

Markovský řetězec lze ekvivalentně zavést pomoćı markovské vlastnosti.

Tvrzeńı 5.2.2. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec generovaný přechodovým jádrem P a h je
omezená měřitelná funkce na X . Potom pro každé n ∈ N0 plat́ı

E[h(Xn+1) | Xn, . . . , X0] = Ph(Xn).

Pozn.: Pravá strana je vlastně E[h(Xn+1) | Xn].

Definice 5.2.2. Položme P 0(x,A) = δx(A). Přechodové jádro n-tého řádu (n-step transition probability
kernel) je dáno induktivně vztahem

Pn(x,A) =

∫

X

P (y,A)Pn−1(x, dy), n ∈ N.

Tvrzeńı 5.2.3. (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost) Pro n,m ∈ N0 a m ≤ n plat́ı

Pn(x,A) =

∫

X

Pn−m(y,A)Pm(x, dy).

D̊ukaz: V (5.3) stač́ı položit ̺ = δx, Ai = X , i = 0, . . . , n− 1 a An = A. Definice Pm a Pn−m se použije
pro prvńıch m a posledńıch n−m integrand̊u.

Definice 5.2.3. Pravděpodobnostńı rozděleńı π na X nazveme limitńı rozděleńı (limiting distribution)
markovského řetězce {Xn} generovaného P , jestlǐze

lim
n→∞

Pn(x,A) = π(A) pro π-s.v. x ∈ X , pro všechna A ∈ X.

Pro dané počátečńı rozděleńı ̺ je P(Xn ∈ A) =
∫
X P

n(x,A) ̺(dx), tedy pokud ρ ≪ π, bude platit i
limn→∞ P(Xn ∈ A) = π(A).

Na definici stacionárńıho rozděleńı jsme již narazili, viz (4.1).
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Definice 5.2.4. Řekneme, že σ-konečná mı́ra π na X se nazývá invariantńı (invariant), jestlǐze π = πP ,
tj.

π(A) =

∫

X

P (x,A)π(dx) ∀A ∈ X.

Pokud je π pravděpodobnostńı rozděleńı, nazývá se stacionárńı (stationary) rozděleńı markovského řetězce
s přechodovým jádrem P .

Pokud zvoĺıme stacionárńı rozděleńı π jako počátečńı, pak Xn je striktně stacionárńı proces.

Tvrzeńı 5.2.4. Je-li π limitńı rozděleńı, potom je i stacionárńı.

D̊ukaz: Pro A ∈ X je

π(A) = lim
n→∞

Pn(x,A) = lim
n→∞

∫

X

P (y,A)Pn−1(x, dy) =

∫

X

P (y,A)π(dy) = πP (A).

Definice 5.2.5. Markovský řetězec generovaný přechodovým jádrem P je reverzibilńı (reversible) vzhle-
dem k π, jestlǐze pro každé A,B ∈ X plat́ı

∫

A

P (x,B)π(dx) =

∫

B

P (x,A)π(dx). (5.4)

Tvrzeńı 5.2.5. Je-li markovský řetězec reverzibilńı vzhledem k π, potom π je stacionárńı rozděleńı.

D̊ukaz: Stač́ı položit A = X v (5.4).

Definice 5.2.6. Markovský čas τA = min{n ∈ N : Xn ∈ A} se nazývá doba prvńıho návratu do A (first
return time on A). Označme L(x,A) = P(τA <∞ | X0 = x) pravděpodobnost návratu do A.

Definice 5.2.7. Necht’ ϕ je pravděpodobnostńı mı́ra na X. Řekneme, že markovský řetězec {Xn} je
ϕ-nerozložitelný (ϕ-irreducible), jestlǐze pro každé x ∈ X a A ∈ X s ϕ(A) > 0 je Pn(x,A) > 0 pro nějaké
n ∈ N, neboli L(x,A) > 0.
Řetězec je nerozložitelný (irreducible), je-li ϕ-nerozložitelný pro nějaké ϕ.

Př́ıklad: Řetězec se spočetně mnoha stavy, který neńı nerozložitelný v diskrétńı definici, může být
ϕ-nerozložitelný. Uvažujme náhodnou procházku s absorpčńım stavem 0, tedy p0,0 = 1, pi,i+1 = p ∈ (0, 1)
a pi,i−1 = 1− p pro i ∈ N, pij = 0 jinak. Potom v diskrétńı definici jsou stavy 1, 2, . . . přechodné a stav
0 je nenulový trvalý (absorpčńı). Ve spojité definici je řetězec ϕ-nerozložitelný pro ϕ = δ0.

Definice 5.2.8. Pro 0 < ε < 1 a markovský řetězec s přechodovým jádrem P definujeme rezolventu
(resolvent) jako Kε(x,A) = (1− ε)

∑∞
n=0 ε

nPn(x,A).

Pozn.: Snadno nahlédneme, že Kε(x,A) > 0 právě tehdy, když L(x,A) > 0, a to plat́ı pro všechna
ǫ > 0, x ∈ X , A ∈ X.

Věta 5.2.6. Necht’ je markovský řetězec {Xn} ϕ-nerozložitelný. Potom existuje pravděpodobnostńı mı́ra
ψ na X tak, že

(i) {Xn} je ψ-nerozložitelný,

(ii) pro libovolnou pravděpodobnostńı mı́ru ϕ′ na X plat́ı: {Xn} je ϕ′-nerozložitelný právě tehdy, když
ϕ′ je absolutně spojitá k ψ.
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D̊ukaz: Bud’ A ∈ X a ψ(A) =
∫
X K 1

2
(y,A)ϕ(dy). Označme Ā(k) = {y :

∑k
n=1 P

n(y,A) > 1
k}.

ad i) Pro y ∈ X takové, že y 6∈ Ā(k) pro žádné k, je
∑k
n=1 P

n(y,A) ≤ 1
k pro každé k ∈ N, tedy

Pn(y,A) = 0 pro každé n ∈ N. Proto

ψ(A) =

∫

X

∞∑

n=0

Pn(x,A) 2−(n+1) ϕ(dx) =

∫

⋃

k

Ā(k)

∞∑

n=0

Pn(x,A) 2−(n+1) ϕ(dx).

Tedy ψ(A) > 0 implikuje existenci k takového, že ϕ(Ā(k)) > 0. Potom z ϕ-nerozložitelnosti (pro každé x
muśı existovat m takové, že Pm(x, Ā(k)) > 0 ) je

k∑

n=1

Pm+n(x,A) =

∫

X

k∑

n=1

Pn(y,A)Pm(x, dy) ≥ 1

k
Pm(x, Ā(k)) > 0

pro nějaké m, a tud́ıž je řetězec ψ-nerozložitelný.
ad ii) Necht’ {Xn} je ϕ′-nerozložitelný. Je-li ϕ′(A) > 0, je

∑∞
n=0 P

n(y,A) > 0 a tedy i ψ(A) > 0 pro
každé y ∈ X , tedy ϕ′ ≪ ψ.
Necht’ {Xn} je ψ-nerozložitelný a ϕ′ ≪ ψ. Je-li ϕ′(A) > 0, je ψ(A) > 0 a z ψ-nerozložitelnosti plyne
K 1

2
(x,A) > 0 pro každé x ∈ X , tud́ıž {Xn} je ϕ′-nerozložitelný.

Pozn.: Vždy, když budeme v daľśım mluvit o ψ-nerozložitelném řetězci, máme na mysli, že řetězec je
ϕ-nerozložitelný pro nějaké ϕ a mı́ra ψ je maximálńı ve smyslu předchoźı věty.

Pokud v nerozložitelném řetězci existuje stacionárńı rozděleńı, tak je jediné.

Věta 5.2.7. Necht’ π je stacionárńı rozděleńı a existuje mı́ra ϕ tak, že {Xn} je ϕ-nerozložitelný.
Potom {Xn} je π-nerozložitelný a π je jediné stacionárńı rozděleńı. Nav́ıc π je také maximálńı mı́ra
nerozložitelnosti {Xn}.

D̊ukaz: [37]

Definice 5.2.9. Markovský řetězec, který je ψ-nerozložitelný a ve kterém existuje stacionárńı rozděleńı,
se nazývá nenulový (positive).

Pozn.: Pro obecnou definici aperiodicity viz [24], v př́ıpadě existence stacionárńıho rozděleńı π nám stač́ı
následuj́ıćı:

Definice 5.2.10. Markovský řetězec {Xn} se stacionárńı rozděleńım π je periodický (periodic), jestlǐze
existuje q ∈ N, q > 1 a neprázdné disjunktńı množiny A0, . . . , Aq−1, Aq = A0 ∈ X tak, že P (x,Ai+1) = 1
pro každé x ∈ Ai, i ∈ {0, . . . , q − 1}. V opačném př́ıpadě je {Xn} neperiodický (aperiodic).

Pozn.: Je-li markovský řetězec π-nerozložitelný a periodický, pak nutně π(X\⋃qi=1Ai) = 0 nebot’ jinak
dostaneme spor s nerozložitelnost́ı pro jakékoli x ∈ ⋃qi=1Ai.

Definice 5.2.11. Necht’ ν1 a ν2 jsou dvě pravděpodobnostńı mı́ry na X. Definujeme jejich vzdálenost
v totálńı variaci (total variation distance) jako

‖ν1 − ν2‖TV = sup
A∈X

|ν1(A)− ν2(A)|.

Pozn.: Pokud existuj́ı hustoty f1, f2 měr ν1, ν2 vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re µ, tak

‖ν1 − ν2‖TV =
1

2

∫

X

|f1(x)− f2(x)|µ(dx).

Věta 5.2.8. Mějme markovský řetězec se stacionárńım rozděleńım π, který je ϕ-nerozložitelný a nepe-
riodický, potom

‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV −→
n→∞

0 pro π-s.v. x ∈ X .

22



D̊ukaz: [37]

Tvrzeńı opravdu neplat́ı pro všechna x, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad: Bud’ X = N, P (1, {1}) = 1, P (x, {1}) = 1
x2 , P (x, {x+1}) = 1− 1

x2 , x ≥ 2. Stacionárńı rozděleńı
je zřejmě π(·) = δ1(·) a řetězec je π-nerozložitelný. Ale pro x0 = x ≥ 2 je

P [Xn = x+ n ∀n ] =

∞∏

j=x

(
1− 1

j2

)
> 0,

takže ‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV 6→ 0. Tvrzeńı věty 5.2.8 tedy plat́ı jen pro x = 1, což je ale π-skoro všude.

Abychom neměli výjimečné body, pro které konvergence neplat́ı, potřebujeme speciálńı podmı́nku na
trvalost.

Definice 5.2.12. Pro A ∈ X položme ηA =
∑∞
n=1 I[Xn∈A] počet navšt́ıveńı množiny A, tzv. čas obsazeńı

(occupation time). Řekneme, že množina A je trvalá (recurrent), jestlǐze

U(x,A) = E [ηA | X0 = x] =
∞∑

n=1

Pn(x,A) = ∞

pro každé x ∈ A. Markovský řetězec {Xn} nazveme trvalý (recurrent), je-li ψ-nerozložitelný a každá A
s ψ(A) > 0 je trvalá.

Věta 5.2.9. Nenulový markovský řetězec je trvalý.

D̊ukaz: [37]

Definice 5.2.13. Řekneme, že množina A je harrisovsky trvalá (Harris recurrent), když

L(x,A) = P(∃n : Xn ∈ A | X0 = x) = 1

pro každé x ∈ A. Markovský řetězec {Xn} nazveme harrisovsky trvalý (Harris reccurent), jestlǐze je
ψ-nerozložitelný a každé A ∈ X splňuj́ıćı ψ(A) > 0 je harrisovsky trvalá množina.

Pozn.: Lze ukázat, že ekvivalentně je možné harrisovsky trvalou množinu definovat vlastnost́ı

Q(x,A) = P(ηA = ∞ | X0 = x) = 1

pro každé x ∈ A. Odtud je vidět, že U(x,A) = E [ηA | X0 = x] = ∞, a tud́ıž je A i trvalá.

Definice 5.2.14. Je-li řetězec {Xn} harrisovsky trvalý, neperiodický a nenulový, nazývá se ergodický
(ergodic).

Podle tvrzeńı 5.2.4 je stacionárńı rozděleńı přirozený kandidát pro limitńı rozděleńı. Pro ergodický
řetězec je stacionárńı rozděleńı limitńı. Na rozd́ıl od věty 5.2.8 máme konvergenci pro všechna x.

Věta 5.2.10. Necht’ je markovský řetězec {Xn} se stacionárńım rozděleńım π ergodický, pak

‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV −→
n→∞

0 pro všechna x ∈ X .

D̊ukaz: [24], Theorem 13.3.3.

Pozn.: Předpoklady jsou postačuj́ıćı a nutné – viz [37].

Harissovská trvalost nám zajist́ı neexistenci výjimečných bod̊u ve větě 5.2.10, je proto dobré umět ji
identifikovat. V tom může být nápomocná následuj́ıćı věta.

Definice 5.2.15. Nezáporná funkce h je harmonická (harmonic) pro markovské jádro P , pokud h = Ph.
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Věta 5.2.11. Trvalý řetězec je harrisovsky trvalý, právě když každá omezená harmonická funkce pro
přechodové jádro řetězce P je konstantńı.

D̊ukaz: [37]

Uvažujme nyńı měřitelnou funkci h : X → R. V praxi jsou často výstupem MCMC pr̊uměry
h̄n = 1

n

∑n
i=1 h(Xi), proto nás zaj́ımá vyšetřováńı asymptotických vlastnost́ı h̄n. Uvedeme si limitńı

věty pro konvergenci pr̊uměr̊u ke středńı hodnotě Eπh(X) =
∫
h(x)π(dx) vzhledem ke stacionárńımu

rozděleńı.

Věta 5.2.12. (silný zákon velkých č́ısel, ergodická věta) Necht’ {Xn} je ergodický markovský řetězec,
potom pro libovolnou funkci h splňuj́ıćı Eπ|h(X)| <∞ plat́ı

P

(
lim
n→∞

h̄n = Eπh(X)
)
= 1 pro libovolné počátečńı rozděleńı ̺. (5.5)

D̊ukaz: [24]

Pozn.: Věta 5.2.12 plat́ı i bez předpokladu aperiodicity. I ve větě 5.2.10 je možno aperiodicitu vypustit –
dostaneme potom tvrzeńı pro ‖ 1

q

∑n+q−1
i=n P i(x, ·)− π(·)‖TV mı́sto ‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV .

Pokud bychom chtěli kontrolovat i rychlost konvergence v (5.5) (tj. chtěli bychom mı́t CLV), potře-
bujeme nějaký silněǰśı pojem ergodicity než z definice 5.2.14.

Definice 5.2.16. Ergodický řetězec {Xn} nazveme stejnoměrně ergodický (uniformly ergodic), pokud
‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV konverguje k nule stejnoměrně v x pro n→ ∞.

Definice 5.2.17. Řekneme, že ergodický markovský řetězec {Xn} se stacionárńım rozděleńım π je
geometricky ergodický (geometrically ergodic), existuje-li λ ∈ [0, 1) a reálná π-integrovatelná funkce V
na X tak, že

‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV ≤ V (x)λn pro každé x ∈ X , n ∈ N. (5.6)

Infimum takových λ se nazývá geometrický řád konvergence (geometric rate of convergence) markovského
řetězce.

Pozn.: Stejnoměrná ergodicita je ekvivalentńı tomu, že v definici geometrické ergodicity je V konstantńı.
Proto stejnoměrná ergodicita implikuje geometrickou ergodicitu a ta pro změnu implikuje ergodicitu
(a ano, stejnoměrná ergodicita zaručuje, že ‖Pn − π‖TV jde k 0 geometricky rychle).

Pro geometricky ergodické řetězce plat́ı centrálńı limitńı věta, která nám umožňuje statistickou infe-
renci výstup̊u z MCMC.

Věta 5.2.13. Necht’ {Xn} je geometricky ergodický markovský řetězec. Bud’ Eπ|h(X)|2+ε <∞ pro nějaké
ε > 0 nebo {Xn} je reverzibilńı a Eπh(X)2 <∞, potom

√
n
(
h̄n − Eπh(X)

) D−→
n→∞

N(0, σ2
h)

pro libovolné počátečńı rozděleńı.

D̊ukaz: [24]

Pozn.: Existence σ2
h je zajǐstěna geometrickou ergodicitou, a za tohoto předpokladu lze vyjádřit několika

zp̊usoby. Pokud plat́ı CLV pro {h(Xn)}, pak

σ2
h = lim

n→∞
1

n
E



(

n∑

i=1

(h(Xi)− π(h))

)2

 , (5.7)

a to pro libovolné počátečńı rozděleńı. Rovněž plat́ı

σ2
h = varπ h(X0) + 2

∞∑

i=1

covπ(h(X0), h(Xi)),
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pro silně stacionárńı řetězec s počátečńım rozděleńım rovným stacionárńımu. Alternativně lze psát
σ2
h = τh varπ h(X), kde

τh = 1 + 2

∞∑

i=1

corπ(h(X0), h(Xi)),

se nazývá integrovaný autokorelačńı čas.

Pozn.: σ2
h určuje velikost takzvané MCMC chyby, které se dopoušt́ıme, když použ́ıváme MCMC aproxi-

maci h̄n mı́sto Eπh(X).

Že pro CLV nestač́ı obyčejná ergodicita, ale je třeba silněǰśı vlastnost, ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.2.14. Bud’ {Xn} markovský řetězec s počátečným rozděleńım rovným stacionárńımu rozděleńı
π a bud’ r(x) = P [Xn+1 = Xn|Xn = x]. Pokud

lim
n→∞

n

∫

X

(h(x)− π(h))2rn(x)π(dx) = ∞,

pak neplat́ı CLV pro {h(Xn)}.

D̊ukaz: Spoč́ıtejme (5.7) (pokud plat́ı CLV, tak tato limita muśı existovat):

σ2
h = lim

n→∞
1

n
E



(

n∑

i=1

(h(Xi)− π(h))

)2

 ≥ lim

n→∞
1

n
E



(

n∑

i=1

(h(Xi)− π(h))

)2

I(X0 = X1 = · · · = Xn)




= lim
n→∞

1

n
E

[
(n(h(X0)− π(h)))

2
(r(X0))

n
]
= lim
n→∞

n

∫

X

(h(x)− π(h))2 rn(x)π(dx) = ∞,

a tedy CLV nemůže platit.

Pomoćı této věty lze např́ıklad dokázat, že MH-algoritmus s nezávislými návrhy pro generováńı
z Exp(1) s návrhy Q(x, ·) ∼ Exp(λ) s λ > 2 nesplňuje CLV pro h(Xn) = Xn (viz [30]).

Pozn.: Pro stejnoměrnou ergodicitu stač́ı pro platnost CLV π(h2) <∞.

Abychom zformulovali postačuj́ıćı podmı́nky pro geometrickou a stejnoměrnou ergodicitu budeme
potřebovat zavést minorizačńı podmı́nku a malou množinu.

Definice 5.2.18. Řekneme, že ϕ-nerozložitelný markovský řetězec splňuje minorizačńı podmı́nku (mino-
rization condition) M(m, ε,C, ν), jestlǐze pro m ∈ N, ε > 0, množinu C ∈ X a pravděpodobnostńı mı́ru ν
plat́ı Pm(x,A) ≥ εν(A) pro všechna x ∈ C a A ∈ X.

Definice 5.2.19. Řekneme, že C ∈ X je malá množina (small set), když řetězec splňuje M(m, ε,C, ν)
pro nějaké m ∈ N, pravděpodobnostńı mı́ru ν a ε > 0.

Věta 5.2.15. Necht’ {Xn} je ψ-nerozložitelný, potom pro každé A ∈ X s ψ(A) > 0 existuje malá množina
C ⊆ A tak, že ψ(C) > 0 a ν(C) > 0.

D̊ukaz: [24]

Pozn.: Heuristicky minorizačńı podmı́nka ř́ıká, že všechny m-krokové přechody z C maj́ı ǫ-ový překryv
(komponentu mı́ry ǫ společnou).

Pozn.: Uvědomme si, že pro spočetné X a pokud

ǫn0
=
∑

y∈X
inf
x∈C

Pn0(x, {y}) > 0,

pak C je (n0, ǫn0
, ν)-malá, kde ν({y}) = ǫ−1

n0
infx∈C Pn0(x, {y}). Samozřejmě pro nerozložitelný a neperi-

odický řetězec na konečném prostoru máme vždy ǫn0
> 0 pro n0 dost velké.
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Pozn.: Obdobně, pokud má Pn0 hustotu vzhledem k nějaké mı́̌re η(·) (tj. Pn0(x, dy) = pn0
(x, y) η(dy)),

pak můžeme vźıt ǫn0
=
∫
y∈X (infx∈C pn0

(x, y))η(dy).

Př́ıklad: Uvažujme náhodnou procházku na polopř́ımce [0,∞):Xk+1 = max(Xk+Zk+1, 0), k ∈ N0, kde Zk
jsou nezávislé reálné náhodné veličiny s distribučńı funkćı F a X0 je nezávislá na {Zk}. Předpokládejme,
že F (z) = ε > 0 pro nějaké z < 0. Pro A ⊆ (0,∞) je P (x,A) = P(X0+Z1 ∈ A | X0 = x) = P(Z1 ∈ A−x),
kde A − x = {y − x : y ∈ A}. Dále P (x, {0}) = P(X0 + Z1 ≤ 0 | X0 = x) = P(Z1 ≤ −x) = F (−x).
Potom pro každé x je Pn(x, {0}) ≥ εn > 0, kde n = ⌊ x|z|⌋+1. Tedy {Xn} je δ0-nerozložitelný markovský

řetězec. Protože P (0, {0}) = F (0) > 0, je ψ({0}) > 0. Každý kompakt [0, c], c ≥ 0, je malá množina.
Stač́ı zvolit m = ⌊ c

|z|⌋+ 1, pak Pm(x,B) ≥ εmδ0(B) pro každé x ∈ [0, c] a každou borelovskou množinou

B (pro 0 6∈ B plat́ı triviálně, pro 0 ∈ B plat́ı d́ıky F (z) = ε > 0).

Př́ıklad: Nyńı uvažujme náhodnou procházku na př́ımce:Xk+1 = Xk+Zk+1, k ∈ N0, kde Zk jsou nezávislé
stejně rozdělené reálné náhodné veličiny s distribučńı funkćı F a nezávislé na X0. Předpokládejme, že F
má absolutně spojitou složku vzhledem k Lebesgueově mı́̌re λ1 s hustotou splňuj́ıćı f(x) ≥ δ pro |x| < β
pro nějaké δ, β > 0. Potom P(Zk ∈ A) ≥

∫
A
f(x) dx. Položme C = {x : |x| ≤ β

2 }. Je-li B ⊆ C a x ∈ C,
potom

P (x,B) = P(Zk ∈ B − x) ≥
∫

B−x

f(y) dy ≥ δλ1(B), (5.8)

kde λ1 znač́ı Lebesgueovu mı́ru. Z libovolného x můžeme dosáhnout C v nejvýš n = ⌊ 2|x|
β ⌋ kroćıch

s kladnou pravděpodobnost́ı, tedy λ1|C je mı́ra nerozložitelnosti. Nav́ıc C je malá množina d́ıky (5.8),

splňuje M(1, δβ, C, λ
1|C
β ).

Vlastnost geometrické ergodicity záviśı na exkurźıch z centrálńı (nějaké malé) množiny.

Definice 5.2.20. Necht’ V je měřitelná nezáporná funkce na X . Operátor driftu (drift operator) ∆ pro
V a markovský řetězec s přechodovým jádrem P je definován jako ∆V (x) = PV (x) − V (x). Hodnota
∆V (x) se nazývá drift.

Definice 5.2.21. Necht’ C je malá množina. Řekneme, že řetězec splňuje podmı́nku geometrického driftu
(geometric drift condition), pokud existuje funkce V : X → [1,∞) taková, že

∆V (x) ≤ (λ− 1)V (x) + bIC(x), (5.9)

pro nějaké konstanty 0 < b <∞ a 0 < λ < 1.

Pozn.: Podmı́nka (5.9) ř́ıká, že mimo C se V chová jako supermartingal (EV (x) klesá), ∆V (x) je mimo
C záporná. V se tedy může obnovit jen v C (nebot’ V ≥ 1 a nemůže tedy klesat pořád) a {Xn} je proto
nucen malou množinu C opakovaně navštěvovat.

Pozn.: Pro X = R
d jsou často omezené podmnožiny X malé pro P . Potom pro splněńı (5.9) stač́ı ukázat,

že pro nějakou V plat́ı lim|x|→∞
PV (x)
V (x) < 1.

Věta 5.2.16. Markovský řetězec je geometricky ergodický, právě když splňuje podmı́nku geometrického
driftu pro nějakou malou množinu C. Je-li V omezená, pak je řetězec stejnoměrně ergodický.

D̊ukaz: [24], Chapter 15 nebo pomoćı couplingových metod v [32].

Věta 5.2.17. Markovský řetězec je stejnoměrně ergodický právě tehdy, když X je malá množina. Řád
konvergence je menš́ı nebo roven (1− ε)1/m.

D̊ukaz: [37]
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5.3 Ergodicita MCMC algoritmů

Vı́me, že pro ergodický markovský řetězec máme konvergenci ke stacionárńımu rozděleńı. V kapitole 4
jsme uvedli př́ıklady konstrukce řetězc̊u s předepsaným stacionárńım rozděleńım. Abychom měli zajǐstěnu
konvergenci tohoto řetězce, potřebujeme ověřit nerozložitelnost a neperiodicitu. Ty se u většiny MCMC
algoritmů ověř́ı snadno. O dost horš́ı je to u ověřováńı geometrické (resp. stejnoměrné) ergodicity, které
nám zajǐst’uj́ı platnost CLV pro ergodické pr̊uměry.

Začněmě některými postačuj́ıćımi podmı́nkami, za kterých dostaneme konvergenci k ćılovému rozděleńı
v př́ıpadě Gibbsova výběrového plánu a Metropolisova-Hastingsova algoritmu.

Chceme tedy simulovat z pravděpodobnostńıho rozděleńı π na prostoru X s hustotou f vzhledem
k σ-konečné mı́̌re µ a připomeňme, že znač́ıme X+ = {x ∈ X : f(x) > 0}.

Věta 5.3.1. Předpokládejme, že X+ =
∏d
i=1 Xi a µ =

∏d
i=1 µi, kde µi(Xi) > 0. Potom markovský řetězec

generovaný Gibbsovým výběrovým plánem (algoritmus 4.1.1) je µ-nerozložitelný a neperiodický.

D̊ukaz: Podmı́něná hustota f(xi | x−i) je dobře definována pro každé x ∈ X+ a každé i ∈ {1, . . . , d}.
Proto přechodová hustota Gibbsova jádra P je dobře definována a splňuje

p(x, y) =

d∏

i=1

f(yi | y1, . . . , yi−1, xi+1, . . . , xd) > 0

pro každé x, y ∈ X+. Tud́ıž př́ıslušný markovský řetězec je µ-nerozložitelný a neperiodický, nebot’

P (x,A) =
∫
A
p(x, y)µ(dy) > 0, jakmile µ(A) > 0. Protože π je absolutně spojitá v̊uči µ, je pochopi-

telně řetězec i π-nerozložitelný. Podle věty 4.1.3 je π stacionárńı rozděleńı a podle věty 5.2.8 je rovněž
limitńı.

Pozn.: Existuj́ı i jiné postačuj́ıćı podmı́nky pro nerozložitelnost Gibbsova výběrového plánu. Např́ıklad
Gibbs̊uv výběrový plán pro ćılové rozděleńı definované na X+ ⊆ R

d, které má na X+ kladnou hustotu
vzhledem k Lebesgueově mı́̌re a pro které je Int(X+) souvislá množina, je π-nerozložitelný.

Věta 5.3.2. Uvažujme markovský řetězec {Xn} generovaný Metropolisovým-Hastingsovým algoritmem
(algoritmus 4.2.1). Označme P př́ıslušné přechodové jádro řetězce a π stacionárńı rozděleńı. Předpoklá-
dejme, že hustota q návrhového jádra Q je nulová mimo X+ ×X+.

(i) Necht’ je návrhové jádro Q neperiodické nebo necht’ π({x : P (x, {x}) > 0}) > 0, potom je {Xn}
neperiodický markovský řetězec.

(ii) Pokud je jádro Q π-nerozložitelné a q(x, y) = 0, právě když q(y, x) = 0, potom {Xn} je π-
nerozložitelný.

D̊ukaz: Část (i) je zřejmá. V části (ii) podmı́nka q(x, y) = 0 ⇔ q(y, x) = 0 znamená, že α(x, y) > 0 pro
všechna x, y ∈ X+. Připomeňme, že P (x,A) =

∫
A
q(x, y)α(x, y)µ(dy) pro x 6∈ A a P (x, {x}) = r(x) =

1−
∫
y 6=x q(x, y)α(x, y)µ(dy). Podobně přechodové jádro n-tého řádu má absolutně spojitou a atomickou

část (Pn(x, {x}) > 0). Nyńı si stač́ı uvědomit, že Qn(x,A) > 0 implikuje Pn(x,A) > 0 pro libovolné
n ∈ N, x ∈ X+ a A ∈ X takové, že π(A) > 0. Pro n = 1 je to zřejmé d́ıky tomu, že α(x, y) > 0. Pro n > 1
je třeba si rozmyslet, že skládáńı jader nic nezkaźı: Qn(x,A) znamená, že s kladnou pravděpodobnost́ı
se ze stavu x po n návrźıch dostaneme do množiny A, přitom pravděpodobnost, že přijmeme všech n
návrh̊u je kladná, proto i pravděpodobnost přechodu řetězce z x do A je kladná.

Pozn.: Pokud q(x, y) > 0 pro každé x, y ∈ X , potom {Xn} je π-nerozložitelný.

Př́ıklad: Necht’ je π rovnoměrné rozděleńı na [0, 1]2 ∪ [1, 2]2 a q je definována na [0, 2]2 následovně:

q((x1, x2), (y1, y2)) =

{
1
4 pro y1 = x1 a 0 ≤ y2 ≤ 2,

1
4 pro y2 = x2 a 0 ≤ y1 ≤ 2.

Lehce se přesvědč́ıme, že Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus je v této situaci rozložitelný. Proto v předchoźı
větě předpokládáme, že nosič hustoty q(x, ·) je obsažen v nosiči ćılové hustoty.
V tomto př́ıpadě i Gibbs̊uv výběrový plán dává rozložitelný řetězec.
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Př́ıklad: Př́ıkladem nerozložitelného a neperiodického Metropolisova-Hastingsova algoritmu je symetrická
náhodná procházka. Např. pokud je X = R

d a q0 je kladná všude na X , nebo pokud je X+ otevřená
souvislá podmnožina R

d a q0 je kladná na nějakém okoĺı nuly, potom Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus
symetrické náhodné procházky dává π-nerozložitelný a neperiodický řetězec.

Př́ıklad: Nezávislý Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus je π-nerozložitelný a neperiodický, právě když
q0(x) > 0 pro µ-s.v. x ∈ X+.

Abychom měli zajǐstěnu konvergenci algoritmu pro všechna počátečńı rozděleńı, potřebujeme ještě
harrisovskou trvalost. Naštěst́ı v našich aplikaćıch se dá ukázat, že většina ϕ-nerozložitelných Gibbsových
výběrových plán̊u a všechny ϕ-nerozložitelné Metropolisovy-Hastingsovy algoritmy jsou harrisovsky tr-
valé. K ověřeńı tohoto tvrzeńı se využ́ıvá věty 5.2.11.

Důsledek 5.3.3. Necht’ {Xn} je ϕ-nerozložitelný markovský řetězec se stacionárńım rozděleńım π. Pokud
přechodové jádro P je

(i) Gibbsovo a P (x, ·) je absolutně spojité vzhledem k π pro všechna x ∈ X ,

(ii) Metropolisovo-Hastingsovo,

potom je řetězec harrisovsky trvalý.

D̊ukaz: [37]

Ke zkoumáńı rychlosti konvergence se v konkrétńıch situaćıch použij́ı výsledky uvedené v předchoźı
podkapitole. Např́ıklad Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus pro simulaci z hustot na kompaktńı množině
je stejnoměrně ergodický.

Tvrzeńı 5.3.4. Pokud µ(X+) <∞ a q i f jsou omezené a odražené od nuly na X+, pak řetězec źıskaný
Metropolisovým-Hastingsovým algoritmem je stejnoměrně ergodický.

D̊ukaz: Existuj́ı konstanty 0 < c1 ≤ c2 < ∞ takové, že c1 ≤ f(x) ≤ c2 a c1 ≤ q(x, y) ≤ c2 pro všechna

x, y ∈ X+. Proto α(x, y)q(x, y) ≥ c21
c2

a P (x,A) ≥ c21
c2
µ(A) pro všechna x ∈ X+. Odtud vid́ıme, že řetězec

splňuje minorizačńı podmı́nku M(1, ε,X+, ν), kde ε =
c21µ(X+)

c2
a ν = µ(·)

µ(X+) , což znamená, že X+ je malá

množina a tvrzeńı plyne z věty 5.2.17.

Tvrzeńı 5.3.5. Nezávislý Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus s omezenou váhovou funkćı w = f/q0
splňuje minorizačńı podmı́nku M(1, ε,X+, π), kde ε = 1

sup
x∈X+ w(x) , a je tud́ı̌z stejnoměrně ergodický.

Řád konvergence je nanejvýš 1− ε.

D̊ukaz: Vše plyne z věty 5.2.17:

α(x, y)q(x, y) = q0(y)min

{
1,
f(y)q0(x)

q0(y)f(x)

}
=

{
q0(y) pro w(y) ≥ w(x)

f(y) 1
w(x) pro w(y) < w(x)

≥ f(y)
1

supx∈X+ w(x)

Pro ověřováńı geometrické ergodicity lze použ́ıt podmı́nku geometrického driftu nebo couplingových
metod. Pro mnohé standardńı algoritmy je dokázáno, kdy je geometrická ergodicita splněna. Např. v [22]
bylo dokázáno, že Metropolis̊uv algoritmus symetrické náhodné procházky na Rd je v principu geometricky
ergodický právě když má π konečné exponenciálńı momenty. Pro algoritmy, které nejsou geometricky
ergodické, je možné studovat tzv. polynomiálńı ergodicitu, která umı́ rovněž zajistit platnost CLV.

Pozn.: Je dobré mı́t na paměti, že geometrická ergodicita je kvalitativńı vlastnost a jako taková má jen
omezenou vypov́ıdaćı schopnost o konvergenci daného MCMC algoritmu. Vždy zálež́ı na konstantách
v (5.6). Uvažme třeba následuj́ıćı př́ıklady z [32].

Př́ıklad: MH-algoritmus s nezávislými návrhy pro ćılové rozděleńı π ∼ Exp(1) s návrhovým rozděleńım
Q(x, ·) ∼ Exp(λ), λ > 0. Chováńı algoritmu záviśı na hodnotě λ (viz např. [31]). Pro 0 < λ ≤ 1 je algo-
ritmus geometricky ergodický s geometrickým řádem konvergence (1−λ), plat́ı CLV a simulace se chovaj́ı
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rozumně i pro malé hodnoty λ. Pro λ > 1 neńı algoritmus geometricky ergodický a pro λ > 2 dokonce
ani neplat́ı CLV pro ergodické pr̊uměry {Xn}. Tedy algoritmus je prakticky nepoužitelný. Na simulaćıch
to ale nemuśı být vidět, pokud nenecháme řetězec běžet dostatečně dlouho. Pokud ano, objevuje se
”zasekáváńı”ve stavech s vyšš́ı hodnotou xn a to na libovolně velký počet iteraćı (viz cvičeńı). V tomto
př́ıpadě tedy geometrická ergodicita odpov́ıdá rozumnému chováńı MH-algoritmu.

Př́ıklad: ”Čarodějnický klobouk”. Bud’ X = [0, 1], δ = 10−100 (řekněme), 0 < a < 1−δ a uvažujme ćılovou
hustotu π(x) ∝ δ + I[a,a+δ](x). V tom př́ıpadě π([a, a + δ]) ≈ 1

2 . Uvažujme Metropolis̊uv algoritmus se
symetrickou náhodnou procházkou. Pokud neńı X0 ∈ [a, a+δ] nebo pokud nemá algoritmus to štěst́ı, že se
návrh tref́ı do miniaturńıho intervalu [a, a+δ] pro nějaké rozumně malé n, pak celý (konečně dlouhý) běh
algoritmu z̊ustane mimo interval [a, a+ δ]. Bude se tedy prostému oku (i jakémukoli statistickému testu
aplikovanému na výstup z algoritmu) jevit jako dobře mixuj́ıćı algoritmus konverguj́ıćı k rovnoměrnému
rozděleńı na [0, 1], což je ale rozděleńı velmi rozd́ılné od π. Přestože je algoritmus geometricky ergodický
(dokonce stejnoměrně ergodický), v tomto př́ıpadě nefunguje dobře.

Př́ıklad: Bud’ X = R, π(x) ∝ 1
1+x2 a uvažujme Metropolis̊uv algoritmus s náhodnou procházkou (např.

X0 = 0, Q(x, ·) ∼ R[x− 1, x+1]). Ten je ergodický, ale neńı geometricky ergodický. A opravdu, simulace
vypadaj́ı, že konverguj́ı velmi pomalu. Pokud ale zadefinujeme nenormované ćılové rozděleńı π′(x) =
π(x)I|x|<10100 , pak ten samý algoritmus pro generováńı z π′ bude geometricky (dokonce stejnoměrně)
ergodický, ovšem běhy obou algoritmů budou (v každém reálně dosažitelném počtu iteraćı) nerozlǐsitelné.

A potom samozřejmě existuje mnoho MCMC algoritmů na konečných stavových prostorech (a tedy
stejnoměrně ergodických) (např. Gibbs̊uv výběrový plán pro Ising̊uv model s ńızkou teplotou a velkou
mř́ıž́ı), které konverguj́ı extrémně pomalu. Bylo by tedy dobré mı́t k dispozici kvantitativńı výsledky
o rychlosti konvergence – viz např. [15]. Bohužel, pro většinu reálných aplikaćı nejsou takové výsledky
zat́ım dostupné.
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Kapitola 6

Praktické aspekty MCMC

Algoritmy

K dispozici máme několik MCMC algoritmů. Je vhodné uvažovat r̊uzné algoritmy a vybrat ten, který je
nejlepš́ı pro daný problém.

Konvergence

Je d̊uležité ověřit, že př́ıslušný markovský řetězec je nerozložitelný a neperiodický. To zajǐst’uje konver-
genci ke stacionárńımu rozděleńı.

Pokud to je možné, je žádoućı nalézt algoritmus, o kterém lze ukázat, že je geometricky ergodický.
To zajǐst’uje geometricky rychlou konvergenci a platnost CLV pro ergodické pr̊uměry. Rovněž to typicky
odpov́ıdá

”
rozumnému“ chováńı algoritmu (viz konec předchoźı kapitoly).

Diagnostika konvergence, laděńı algoritmu

Neexistuje žádné absolutńı č́ıslo, které by udávalo, kolik iteraćı je potřeba k dosažeńı stacionárńıho
rozděleńı (s danou přesnost́ı). Ověřeńı konvergence trvá (mnohem) déle než samotná konvergence řetězce.
Když nelze určit řád konvergence přesnými ani přibližnými metodami, už́ıvá se nějaká metoda pro diagno-
stiku konvergence. V literatuře lze nalézt r̊uzné empirické metody (viz např. [2, Chapter 6]), které však
nemůžou zaručit dostatečně dobrou konvergenci, protože jsou založeny na pozorováńıch řetězce. Diagno-
stika založena na teoretických výsledćıch bývá velmi obt́ıžná a v praxi se př́ılǐs nepouž́ıvá (ale srovnej
např. [15]).

Protože žádná
”
diagnostika konvergence“ nedokáže zaručit skutečnou konvergenci, zahrnujeme dále

popsané jednoduché metody sṕı̌se pod pojem laděńı MCMC algoritmu. A je dobré, před t́ım, než spust́ıme
finálńı běh řetězce, takovéto laděńı provést. Důležitou empirickou metodou je monitorováńı výstupu
řetězce – tj. vykresleńı pr̊uběh̊u celého řetězce, jeho marginál̊u nebo jiných charakteristik, pokud je sta-
vový prostor př́ılǐs složitý. Pro představu o autokorelaćıch v řetězci se odhadne klasickým zp̊usobem
autokorelačńı funkce a kroskorelačńı funkce mezi jednotlivými marginály {Xn}. Pomalý pokles autoko-
relaćı implikuje pomalé mixováńı řetězce, což neńı vhodné pro odhady (je potřeba dlouhý běh řetězce,
aby byl prozkoumán celý prostor). Pro představu o tom, jak dlouho nechat řetězec běžet, je také možné
spustit nejprve v́ıce kratš́ıch řetězc̊u z r̊uzných startovaćıch hodnot a provést vizuálńı kontrolu výstup̊u.
To dává lepš́ı náhled na konvergenci a mixováńı řetězce.

Pro ty, kteř́ı budou MCMC skutečně použ́ıvat, doporučujeme přeč́ıst velmi pěknou diskusi o konver-
genci, pseudokonvergenci a

”
black box MCMC“ od Ch. Geyera v [2, Chapter 1.11]. Alternativně jsou

tyto úvahy dostupné i na webu Ch. Geyera.

Nebezpeč́ı MCMC

Pomoćı MCMC je možné poč́ıtat s prakticky libovolným modelem, který si vymysĺıme, bez ohledu na
to, jestli je statisticky rozumný.

”
Nerozumnost“ použitého modelu, resp. jeho nevhodnost pro analyzo-

vaná data se může projevit i špatnou konvergenćı MCMC algoritmu (zbytečně multimodálńı aposteriorńı
rozděleńı atp.). Je-li to možné, je vhodné porovnat výsledky naš́ı analýzy třeba s předchoźımi výsledky
v jednodušš́ım modelu, nebo provést

”
fake data check“.
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Druhé velké nebezpeč́ı spoč́ıvá v tom, že MCMC algoritmus neř́ıká nic o částech stavového prostoru
nenavšt́ıvených řetězcem – takže jsme zpátky u otázky konvergence a pseudokonvergence.

Reparametrizace, rozš́ı̌reńı dat, škálováńı návrhové hustoty, ...

Rychlost konvergence MCMC algoritmu může být ovlivněna i parametrizaćı statistického problému, který
je analyzován. Silné korelace v aposteriorńım rozděleńı totiž u mnoha algoritmů (Gibbs̊uv výběrový plán,
MH s náhodnou procházkou ...) implikuj́ı i silné autokorelace v generovaném MCMC řetězci a tedy
i pomalou konvergenci. Reparametrizace p̊uvodńıho problému, pak automaticky zlepš́ı i konvergenčńı
vlastnosti výsledného MCMC řetězce.

Př́ıklad: Uvažujme centrovaný lineárńı model, kdy pozorovaná data Yi ∼ N(θi, σ
2
e), i = 1, . . . , n jsou

nezávislá při daných θi, která jsou rovněž nezávislá a θi ∼ N(µ, σ2
α), i = 1, . . . , n a parametr µ má

nevlastńı neinformativńı rozděleńı na R. Použijeme-li Gibbs̊uv výběrový plán pro simulováńı z aposteri-

orńıho rozděleńı pro ({θi}n1 , µ), pak bude geometricky ergodický s řádem κ =
σ2
e

σ2
e+σ

2
α
(viz [33]). Takže bude

konvergovat pomalu, pokud jsou chyby měřeńı σ2
e velké v porovnáńı s variabilitou σ2

α. Pokud použijeme
necentrovanou parametrizaci Yi ∼ N(θi + µ, σ2

e), i = 1, . . . , n, θi ∼ N(0, σ2
α), i = 1, . . . , n, pak bude řád

toho samého Gibbsova algoritmu (1− κ).

Pro př́ıpad Gibbsova výběrového plánu (ale lze s výhodou už́ıt i v situaćıch daľśıch MCMC algoritmů)
je ještě třeba zmı́nit pojem rozš́ı̌reńı dat. To se hod́ı v př́ıpadě, že máme chyběj́ıćı data, a rozděleńı
pozorovaných dat by bylo nutné źıskat integraćı věrohodnosti přes data chyběj́ıćı, což ale může být v praxi
špatně proveditelné. A nebo v situaci, kdy věrohodnost neńı výpočetně zvladatelná, ale podmı́něně na
něčem nepozorovaném se stane jednoduchou. Pak je dobré ony chyběj́ıćı/nepozorované veličiny zahrnout
do modelu jako daľśı odhadované parametry, č́ımž se zjednoduš́ı simulované hustoty a tedy i použité
MCMC algoritmy.

Obecně budiž ypozor pozorovaná data, ychyb chyběj́ıćı data, θ neznámý (obecně vektorový) para-
metr s apriorńı hustotou p(θ), a budiž hustota π(ypozor|ychyb, θ) dostupná, ale hustota π(ypozor|θ)
nedostupná. Pokud bereme ychyb jako daľśı parametr, pak

π(θ,ychyb|ypozor) ∝ π(ypozor|ychyb, θ)π(ychyb|θ)p(θ),

a Gibbs̊uv výběrový plán umožňuje generovat přibližný vzorek ze sdružené hustoty. Vzorek z π(θ|ypozor)
potom dostaneme prostě použit́ım jen θn z vygenerovaného MCMC řetězce — to odpov́ıdá vyintegrováńı

π(θ|ypozor) =
∫
π(θ,ychyb|ypozor)µ(dychyb).

Př́ıklad: Bud’ {Yi}ni=0 pozorovaná časová řada, kde Y0 = 0 a podmı́něné rozděleńı Yi za podmı́nky
předchoźıch Y0, . . . Yi−1 je Yi−1 + Zi, kde {Zi}ni=1 jsou vzájemně nezávislé a nezávislé na Y0, . . . Yi−1

s Beta(θ, θ) rozděleńım. Apriorńı rozděleńı parametru θ budiž rovnoměrné na (0, 1). Pozoruji-li kompletńı
časovou řadu {Yi}ni=0, je aposteriorńı hustota pro θ jednoduchá (součin Beta-př́ır̊ustk̊u). Ale pokud např.
pozorováńı Yi∗ chyb́ı?
Potom je dobré zahrnout Yi∗ do neznámých (odhadovaných) parametr̊u, nebot’ úplné podmı́něné rozděleńı
Yi∗ má při daném θ hustotu ∝ ((yi∗ −yi∗−1)(yi∗−1+1−yi∗)(yi∗ −yi∗+1−1)(yi∗+1−yi∗))θ−1, na množině
(yi∗−1, yi∗−1 + 1) ∩ (yi∗+1 − 1, yi∗+1), a Gibbs̊uv výběrový plán je jednoduchý.

Př́ıklad: Bud’te {Yi}ni=1 iid data z hustoty 1
2
√
2π

(
e−x

2/2 + e−(x−θ)2/2
)
, tj. směsové hustoty kde data

pocháźı s pravděpodobnost́ı 1
2 ze standardńıho normálńıho rozděleńı a s pravděpodobnost́ı 1

2 z N(θ, 1).
Apriorńı rozděleńı pro θ budiž standardńı normálńı. Věrohodnost

L(θ) ∝
n∏

i=1

(
e−y

2
i /2 + e−(yi−θ)2/2

)

se špatně maximalizuje, stejně tak jako aposteriorńı hustota pro θ – zlogaritmovaná hustota má 2n člen̊u,
což je pro velká n výpočetně nezvladatelné.
Zaved’me ale Ychyb posloupnost alternativńıch veličin, které budou indikovat, jestli bylo Yi generováno
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z N(θ, 1) nebo ne, a jejich apriorńı rozděleńı budiž neinformativńı (rovnoměrné na {0, 1}n). Potom je
podmı́něné aposterirńı rozděleńı pro θ rovno

N

(∑
i∈A Yi
n+ 1

,
1

n+ 1

)
, kde A = {1 ≤ i ≤ n : Ychyb,i = 1},

a podmı́něná aposteriorńı pravděpodobnost pro i ∈ A je

e−(yi−θ)2/2

e−(yi−θ)2/2 + e−y
2
i /2

,

a Gibbs̊uv výběrový plán umožňuje snadno generovat přibližný vzorek ze sdružené hustoty.
Pro určité algoritmy existuj́ı pokyny, jak volit parametry měř́ıtka v návrhovém rozděleńı (např. četnost

přijatých návrh̊u kolem 25% pro v́ıcerozměrné problémy) (viz např. [37] a citace v něm). Ovšem př́ılǐsné
laděńı návrhového rozděleńı neńı nutné.

Tvorba vzorku

Burn-in – tento pojem by měl označovat úsek, kde se ještě projevuje startovaćı hodnota. Vynecháńı tohoto
úseku znamená, že vlastně generovaný řetězec startujeme z jiné hodnoty X0. Určuje se na základě vizuálńı
inspekce výstup̊u generovaných v ladićı fázi. V konečném d̊usledku je to jedno z řešeńı problému volby
vhodného počátečńıho bodu pro simulace. Neńı optimálńı, jsou i jiná řešeńı – např. nějaký bod, kam jsme
se dostali během ladićıch simulaćı, hodnota odhad̊u pro daná data a statistický problém s jednodušš́ım
modelem z předchoźı analýzy atp. Zhruba řečeno, vhodný startovaćı bod je takový, který se nacháźı
v oblasti, kde ćılové rozděleńı má nezanedbatelně velké množstv́ı hmoty (vzhledem k ćılovému rozděleńı
lze startovaćı bod nazvat typickým, nikoli výjimečným). Ale v principu to může být jakýkoli bod, který
nám nevad́ı mı́t ve výsledném vzorku. Pro podrobněǰśı diskusi této otázky viz např. [2, Chapter 1.11].

Statistickou analýzu výstup̊u MCMC zakládáme na vzorku vzniklém jako výstup z jednoho dostatečně
dlouhého běhu zvoleného MCMC algoritmu. Tento vzorek je korelovaný, ale jeho použit́ı je založeno na
ergodických větách pro markovské řetězce. Vyšš́ı korelace je třeba kompenzovat větš́ı délkou řetězce.
Pokud by pro nás potřebně dlouhý řetězec byl př́ılǐs dlouhý z hlediska nárok̊u na jeho skladováńı v paměti,
je možné ukládat jen každou řekněme k-tou iteraci (uvědomme si, že to vlastně odpov́ıdá použit́ı jiného
markovského jádra P k). Skladované iterace z podřetězce pak budou méně korelované. Nicméně vydatnost
odhadu se t́ımto postupem snižuje (vygenerovat muśıme stále stejné množstv́ı hodnot, jen ne všechny
ukládáme a použijeme).

Použit́ı vzorku

Ergodická věta 5.2.12 zajǐst’uje konzistenci ergodického pr̊uměru. Chyba, které se dopoušt́ıme použit́ım
MCMC aproximace, tedy rozd́ıl h̄n −Eπh(X), se nazývá MCMC chyba. Abychom dostali MCMC chybu
pod kontrolu potřebujeme CLV 5.2.13. Vždy, když použ́ıváme MCMC je dobré mı́t představu o tom, jak
velké MCMC chyby se dopoušt́ıme. S využit́ım centrálńı limitńı věty pro geometricky ergodické řetězce
lze sestavit i přibližné intervaly spolehlivosti. Je však třeba odhadnout neznámý limitńı rozptyl.

A také je d̊uležité zopakovat, že pokud nemáme teoretickou vlastnost MCMC algoritmu, která CLV
implikuje (např. geometrickou ergodicitu), tak nemáme žádnou jistotu, že MCMC chyba konverguje k 0.
Samozřejmě můžeme

”
odhadnout“ asymptotický rozptyl podle metod ńıže a nějaká č́ısla nám vyjdou.

Nicméně pokud CLV neplat́ı, pak tato č́ısla nemaj́ı žádný smysl!
Velikost

”
dostatečně malé“ MCMC chyby také záviśı na problému, který chceme pomoćı MCMC

vyřešit. V praxi se vyskytuj́ı dva typy úkol̊u:

a) statistická inference o aposteriorńım rozděleńı θ

b) odhad integrálu = neznámé konstanty E θ.

Úkol typu (a) se typicky vyskytuje v bayesovské statistice, úkol typu (b) ve statistické fyzice, ve statistice
při výpočtech např. normalizačńıch konstant nebo v grafových aplikaćıch při odhadu počtu prvk̊u nějaké
(velké) množiny. Pro úkol typu (b) je potřeba mnohem větš́ı přesnost než pro úkol typu (a).

Př́ıklad: Mějme skalárńı parametr θ s aposteriorńım rozděleńım které je přibližně normálńı s (pomoćı
MCMC) odhadnutou středńı hodnotou 3.47 a odhadnutou směrodatnou odchylkou 1.83. A budiž odha-
dnutá MCMC směrodatná odchylka pro odhad středńı hodnoty 0.1. Potom pro úkol typu (a) můžeme naše
simulace ukončit. Odhadnutá MCMC chyba je zanedbatelná vzhledem k nejistotě o θ v aposteriorńım
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rozděleńı. Pokud nás ale zaj́ımá přesná hodnota E θ (plńıme úkol typu (b)), muśıme použ́ıt deľśı běh
MCMC řetězce, abychom zjistili, jestli je E θ rovno 3.53 nebo 3.53840 nebo něčemu jinému.

Odhad limitńıho rozptylu

Předpokládejme, že plat́ı centrálńı limitńı věta 5.2.13 pro ergodické pr̊uměry h̄n = 1
n

∑n
i=1 h(Xi)

markovského řetězce {Xn}. Limitńı rozptyl je

σ2
h = σ2

(
1 + 2

∞∑

k=1

ρk

)
,

kde σ2 = varπ h(X) je rozptyl při limitńım rozděleńı π a ρk = cor(h(Xt), h(Xt+k)) jsou autokorelace řádu
k. Existuje několik metod odhadu limitńıho rozptylu.

Př́ımá metoda

Použijeme klasické výběrové odhady pro odhad rozptylu σ2 = γ0 a kovarianćı γk = cov(h(Xt), h(Xt+k)):

γ̂k =
1

n

n−k∑

j=1

(h(Xj)− h̄n)(h(Xj+k)− h̄n), k ≥ 0.

Polož́ıme ρ̂k = γ̂k
γ̂0

pro k ≤ m, ρ̂k = 0 pro k > m a

σ̂2
h = γ̂0

(
1 + 2

∞∑

k=1

ρ̂k

)
= γ̂0 + 2

m∑

k=1

γ̂k.

Hodnota m by měla být volena tak, abychom zahrnuli do součtu všechny podstatné členy. Pro velké
hodnoty k jsou totiž odhady γ̂k velmi nepřesné a je proto lepš́ı je nahradit nulou. Na druhou stranu
př́ılǐs malá hodnota m může pro silně korelovaný řetězec {Xn} znamenat velké záporné vychýleńı (velké
podhodnoceńı) odhadu σ2

h.

Batch means

Rozděĺıme simulovaný řetězec o délce n = mk na k podřetězc̊u (batch) o m po sobě jdoućıch hodnotách.
Uvažujeme pr̊uměry podřetězc̊u, tedy:

h̄(i) =
1

m

m∑

j=1

h(Xm(i−1)+j), i = 1, . . . , k.

Snahou je volit k tak, aby pr̊uměry h̄(1), . . . , h̄(k) byly přibližně nezávislé. Hodnota k se obvykle voĺı mezi
20 a 30. Aby byl předpoklad nezávislosti oprávněný, je u pomalu mixuj́ıćıch řetězc̊u třeba brát dostatečně
dlouhé batche. Jinak se opět objevuje záporné vychýleńı.

Pro m dost velké je (z CLV pro markovké řetězce) rozptyl h̄(i) přibližně
σ2
h

m a můžeme ho odhadnout
výběrovým rozptylem, tedy

σ̂2
h =

m

k − 1

k∑

i=1

(
h̄(i) − h̄n

)2
.

Metoda počátečńı sekvence

Pro reverzibilńı řetězce plat́ı, že posloupnost {Γj}∞k=0, definovaná jako Γk = γ2k+γ2k+1, je striktně kladná,
striktně klesaj́ıćı a striktně konvexńı (d̊ukaz viz [9]). Toto tvrzeńı umožňuje zavést tři daľśı odhady li-
mitńıho rozptylu: pomoćı počátečńı kladné, počátečńı monotónńı a počátečńı konvexńı sekvence. Všechny
jsou konzistentńımi overestimates limitńıho rozptylu – tj. pro libovolné ǫ > 0 jde pravděpodobnost, že
záporné vychýleńı odhadu bude menš́ı než −ǫ, s rostoućı délkou řetězce k nule. Nejlepš́ı z těchto tř́ı
odhad̊u (protože nejmenš́ı) je odhad pomoćı počátečńı konvexńı posloupnosti σ̂2

conv. Ovšem nejh̊uře se
poč́ıtá (lze ale použ́ıt funkci initseq z R knihovny mcmc). Odhad se spoč́ıtá následovně: najde se ma-
ximálńı m splňuj́ıćı Γ̂k > 0 pro všechny k ≤ m. Polož́ı se Γ̂m+1 = 0 a k → Γ̃k se definuje jako největš́ı
konvexńı minoranta od k → Γ̂k, přes 0, . . .m + 1. Potom σ̂2

conv = −γ̂0 + 2
∑m
k=0 Γ̃k. Pro podrobnosti

viz [9] nebo [2, Chapter 1.10]. Tuto metodu je možno kombinovat s metodou batch means v př́ıpadě, že
batche nejsou nezávislé.
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Implementace a numerika

Implementace: Interpretované jazyky jako R nebo Java jsou pomalé. Pro rozsáhleǰśı výpočty je nutné už́ıt
nějaký vyšš́ı programovaćı jazyk (např. C++), kde celý kód je kompilován najednou. Kód zkompilovaný
v C lze volat v R, viz help(.C).
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Kapitola 7

Metropolis̊uv-Hastings̊uv-Green̊uv

algoritmus

Metropolis̊uv-Hastings̊uv-Green̊uv (MHG) algoritmus je zobecněńı Metropolis-Hastingsova algoritmu,
které umožňuje generovat markovský řetězec s požadovaným ćılovým rozděleńım i v př́ıpadě, kdy nemáme
k dispozici hustotu ćılového rozděleńı a přechodovou hustotu vzhledem k referenčńım mı́rám µ a µ × µ
(když je návrhové rozděleńı singulárńı vzhledem k ćılovému rozděleńı). To se často děje, když je stavový
prostor sjednoceńı prostor̊u r̊uzné dimenze. Původńı myšlenka byla publikována v [11], kde bylo také
představeno mı́cháńı jader závislé na stavu, které se s MHG algoritmem často kombinuje.

7.1 Mı́cháńı závislé na stavu

Mějme konečnou nebo spočetnou množinu jader Pi(x,A), i ∈ I na X × X a mı́chaćı pravděpodobnosti
závislé na stavu pi(x). Definujme celkové jádro

P (x,A) =
∑

i∈I
pi(x)Pi(x,A) (7.1)

a substochastická jádra Ki(x,A) = pi(x)Pi(x,A). Pak máme jednoznačné přǐrazeńı mezi Ki a dvojićı
(pi, Pi), nebot’ pi(x) = Ki(x,X ) a Pi(x,A) = Ki(x,A)/Ki(x,X ).

Pokud je každé Ki reverzibilńı vzhledem k danému rozděleńı π, pak je i součet (7.1) reverzibilńı
vzhledem k π, a pokud je P stochastické jádro, plyne z tvrzeńı 5.2.5, že π je stacionárńı rozděleńı pro P .
Ale i pokud se Ki nesečtou na kompletńı stochastické jádro, tj.

∑
i∈I Ki(x,X ) < 1 pro nějaká x, můžeme

součet doplnit na stochastické jádro následuj́ıćım zp̊usobem: definujeme defekt

d(x) = 1−
∑

i∈I
Ki(x,X ), x ∈ X ,

a nové jádro
K̃(x,A) = d(x)δx(A), x ∈ X , A ∈ X. (7.2)

Lemma 7.1.1. Jádro K̃ je reverzibilńı vzhledem k libovonému rozděleńı π.

D̊ukaz: Pro libovolné A,B ∈ X plat́ı

∫

A

K̃(x,B)π(dx) =

∫

X
d(x)I(x ∈ A, x ∈ B)π(dx),

takže po prohozeńı pořad́ı A a B se hodnota výrazu nezměńı a podmı́nka definice 5.2.5 je splněna.

Algoritmus 7.1.2. MCMC s mı́cháńım závislým na stavu:

0. Zvol x(0) a polož t = 0.
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1. Vyber index i s pravděpodobnost́ı pi(x
(t)), s pravděpodobnost́ı 1 − ∑i∈I pi(x

(t)) přeskoč krok 2.

a polož x(t+1) = x(t).

2. Simuluj x(t+1) z rozděleńı Pi(x
(t), .).

3. Polož t = t+ 1 a jdi na 1.

Tento algoritmus má přechodové jádro rovné P = K̃ +
∑
i∈I Ki a pokud je každé Ki reverzibilńı

vzhledem k π, je i P reverzibilńı vzhledem k π a π je tedy jeho stacionárńı rozděleńı.

7.2 Metropolis̊uv-Hastings̊uv-Green̊uv algoritmus

MHG algoritmus je zobecněńı MH algoritmu s mı́rami mı́sto hustot. Uvažujeme tedy nenormovanou
ćılovou mı́ru π na X a návrhové jádro Q(x, .). Nav́ıc potřebujeme symetrickou mı́ru ξ na X × X, aby
nahradila součinovou mı́ru µ × µ z obyčejného MH algoritmu. ξ muśı dominovat π(dx)Q(x, dy), takže
existuje Radon-Nikodýmova derivace

f(x, y) =
π(dx)Q(x, dy)

ξ(dx, dy)
,

která nahrazuje f(x)q(x, y) z obyčejného MH algoritmu. Definujeme tzv. Green̊uv poměr R = f(y,x)
f(x,y) .

Algoritmus 7.2.1. jeden krok MHG algoritmu:

1. simuluj y ∼ Q(x, .),

2. spočti Green̊uv poměr R,

3. přijmi y s pravděpodobnost́ı min(1, R).

Typicky se použ́ıvá v kombinaci s mı́cháńım závislým na stavu. Mějme tedy množinu (konečnou nebo
spočetnou) návrhových jader Qi(x, .), i ∈ I, která mohou být substochastická. Požadavky, která by měla
jádra splňovat:

– Qi(x, .) je známo pro všechna i,

–
∑
i∈I Qi(x,X ) ≤ 1 plat́ı pro všechna x ∈ X ,

– pro všechna i je

fi(x, y) =
π(dx)Qi(x, dy)

ξi(dx, dy)
(7.3)

známé a vyč́ıslitelné pro všechna x, y ∈ X (pro r̊uzná i je možné použ́ıt r̊uzné ξi),

– pro každé x ∈ X a i ∈ I umı́me simulovat z návrhového rozděleńı s přechodovým jádrem

Pi(x, .) =
Qi(x, .)

Qi(x,X )
.

Algoritmus 7.2.2. Metropolis̊uv-Hastings̊uv-Green̊uv algoritmus:

0. Zvol x(0) a polož t = 0.

1. Vyber jádro Qi s pravděpodobnost́ı pi(x
(t)) = Qi(x

(t),X ), s pravděpodobnost́ı 1−∑i∈I pi(x
(t)) polož

x(t+1) = x(t) a jdi na 5.

2. Generuj y ∼ Pi(x
(t), .).

3. Vyč́ısli Green̊uv poměr R = fi(y,x
(t))

fi(x(t),y)
, kde fi je dáno v (7.3).

4. Přijmi y s pravděpodobnost́ı min(1, R) a polož x(t+1) = y.

5. Polož t = t+ 1 a jdi na 1.

36



Tvrzeńı 7.2.3. Markovský řetězec generovaný algoritmem 7.2.2 má stacionárńı rozděleńı π.

D̊ukaz: Stač́ı nám ukázat reverzibilitu př́ıslušného jádra vzhledem k π. Označme

αi(x, y) = min

(
1,
fi(y, x)

fi(x, y)

)

a

ri(x) =

∫

X
(1− αi(x, y)) Qi(x, dy),

pravděpodobnost, že algoritmus z̊ustane v x když se použ́ıvá jádro Qi. Potom je jádro MHG algoritmu
rovno (K̃ +

∑
i∈I Ki) , kde

Ki(x,A) = ri(x) δx(A) +

∫

A

αi(x, y)Qi(x, dy), x ∈ X , A ∈ X

a jádro K̃ je dáno rovnićı (7.2). Potom

∫

A

∫

B

Ki(x, dy)π(dx) =

∫

A∩B
ri(x)π(dx) +

∫

A

∫

B

αi(x, y)Qi(x, dy)π(dx)

=

∫

A∩B
ri(x)π(dx) +

∫

A

∫

B

fi(x, y)αi(x, y)ξi(dy, dx)

Prvńı člen je triviálně symetrický pro A, B a druhý člen je symetrický, protože ξi je symetrická mı́ra a
MHG algoritmus je navržený tak, aby platilo

fi(x, y)αi(x, y) = fi(y, x)αi(y, x) pro všechna x, y ∈ X .

Podmı́nka (5.2.5) je tedy splněna a reverzibilita plat́ı.

Metropolis̊uv-Hastings̊uv-Green̊uv algoritmus lze použ́ıt např. pro bayesovský výběr modelu ([11],
[29, Chapter 7], [2, Chapter 1.17]) nebo pro simulováńı bodových proces̊u na omezeném okně. V těchto
př́ıpadech je totiž stavový prostor roven sjednoceńı prostor̊u r̊uzné dimenze a pro přechody mezi nimi je
potřeba použ́ıt konstrukci se symetrickými referenčńımi mı́rami ξi.

Př́ıklad: Simulace bodového procesu na omezeném okně

Mějme dán bodový proces X na omezené množině E ⊂ R
d, s hustotou p(x) vzhledem ke standardńımu

Poissonovu procesu (viz definice z kapitoly 8.1). Označme n = n(x) = x(E) počet bod̊u konfigurace x
v množině E. Pravděpodobnostńı rozděleńı procesu X lze pak popsat následovně:

P(X ∈ F ) =
1

c

∫

F

p(x)Π(dx) =
1

c

∞∑

n=0

e−λ(E)

n!

∫

F∩En

p(x)λn(dx),

kde λ je Lebesgueova mı́ra na E ⊂ R
d a λn je Lebesgueova mı́ra na En.

Odvod́ıme MHG algoritmus pro generováńı z X. Použijeme mı́cháńı závislé na stavu a i = n(x) počet
bod̊u konfigurace x. Jádro Qi použijeme jenom pro ty konfigurace x, kde n(x) = i (navrhneme přidat
jeden bod rovnoměrně náhodně na E, ostatńı body x se neměńı) nebo n(x) = i + 1 (navrhneme jeden
bod umazat – a pro určitost budeme mazat posledńı bod konfigurace, ostatńı body x se neměńı). Mı́chaćı
pravděpodobnosti budou

pi(x) =





1
2 pro n(x) = i,
1
2 pro n(x) = i+ 1,

0 jinak.

Pro pevné x je
∑
i pi(x) = 1, jen pro n(x) = 0 ne. V tom př́ıpadě s pravděpodobnost́ı (1−∑i pi(x)) =

1
2

nebude algoritmus dělat nic, tj. z̊ustane v současném stavu.
Uvažujme nyńı přidáńı bodu do x. Sdružené rozděleńı současného stavu a návrhu (x, y) je koncentrováno
na množině

D+
i = {(x, y) ∈ Ei × Ei+1 : xj = yj , j ≤ i},

což ale neńı symetrická množina. Výměna x a y dá

D−
i = {(x, y) ∈ Ei+1 × Ei : xj = yj , j ≤ i}.
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D+
i je izomorfńı s Ei+1 přes zobrazeńı (x, y) → y a D−

i je izomorfńı s Ei+1 přes zobrazeńı (x, y) → x.
Bud’ ξi symetrická mı́ra na X × X koncentrovaná na D+

i ∪ D−
i a odpov́ıdaj́ıćı λi+1 na Ei+1. Můžeme

nyńı spoč́ıtat Radon-Nikodýmovy derivace (7.3). Pokud navrhujeme přidat bod, pak je

fi(x, y) =
p(x) e−λ(E)

c i!λ(E)
∝ p(x)

i!λ(E)
, (7.4)

nebot’ rovnoměrně náhodně přidaný bod má hustotu λ(.)
λ(E) . Pokud navrhujeme odebrat (posledńı) bod,

pak je

fi(x, y) =
p(x) e−λ(E)

c (i+ 1)!
∝ p(x)

(i+ 1)!
, (7.5)

protože odebráńı nenáhodného bodu má hustotu 1. Green̊uv poměr pro přidáńı bodu bude potom roven
pod́ılu (7.5) s prohozenými x a y a (7.4)

R =
λ(E) p(y)

(i+ 1) p(x)
. (7.6)

Pro umazáńı bodu bude Green̊uv poměr roven převrácené hodnotě (7.6).

Pozn.: i-tice bod̊u se u bodového procesu nahĺıžej́ı jako neuspořádané, p(x) je symetrická vzhledem
k permutaci bod̊u. Pokud ovšem slož́ım výše uvedený mazaćı krok s krokem, který jen permutuje body
v konfiguraci x, tak se Green̊uv poměr nezměńı, ale vymažu rovnoměrně náhodně vybraný bod. Upravený
algoritmus bude potom rychleji mixovat.

Pozn.: Uvědomme si, že kdybychom v našem př́ıkladě použili obecné pravděpodobnosti Q(x), resp.
1 − Q(y) pro přidáńı, resp. vymazáńı bodu, obecnou hustotu b(x, .) (normovanou) pro rozděleńı nově
navrhovaného bodu a obecné pravděpodobnosti d(y, .) (normované) pro výběr vymazávaného bodu, do-
staneme mı́sto (7.6)

R =
fi(y, x)

fi(x, y)
=

1−Q(y)

Q(x)

p(y)

p(x)

d(y, v)

b(x, v)
,

kde y = x ∪ v. Takže dostáváme algoritmus totožný s Metropolis-Hastingsovým algoritmem rozeńı a
zániku 8.2.1.

38



Kapitola 8

Bodové procesy

Kromě bayesovské statistiky (kapitola 3) se metody MCMC na obecných stavových prostorech často
využ́ıvaj́ı v prostorové statistice. Detailněji jsou této problematice věnovány přednášky Prostorové mo-
delováńı a Prostorová statistika.

8.1 Bodové procesy

Bud’ (E, ̺) separabilńı úplný metrický prostor, B borelovská σ-algebra na E a B0 ⊆ B systém omezených
množin. Necht’ N = {x ⊆ E : x(B) <∞ ∀B ∈ B0}, kde x(B) označuje počet bod̊u x∩B. Symbol N tedy
označuje systém všech lokálně konečných podmnožin prostoru E. Na N lze zavést σ-algebru následovně:
N = σ{{x ∈ N : x(B) = m},m ∈ N0, B ∈ B0}.

Definice 8.1.1. Bodový proces (point process) na E je náhodný element v měřitelném prostoru (N ,N).
Necht’ Λ je difúzńı (tedy Λ({u}) = 0 pro u ∈ E) a lokálně konečná mı́ra na E (tedy Λ(B) < ∞ pro
B ∈ B0). Bodový proces X takový, že

(i) X(B) má Poissonovo rozděleńı s parametrem Λ(B) pro každé B ∈ B0,

(ii) X(B1), . . . , X(Bn) jsou nezávislé pro každé n ∈ N a B1, . . . , Bn ∈ B0 po dvou disjunktńı,

nazveme Poisson̊uv bodový proces (Poisson point process) s mı́rou intenzity (intensity measure) Λ.

Pozn.: Obecněji lze bodový proces definovat jako náhodnou celoč́ıselnou lokálně konečnou mı́ru. Tento
př́ıstup připoušt́ı, že některé body započ́ıtáváme s větš́ı násobnost́ı. Pokud má každý bod mı́ru nanejvýš
1, nazývá se bodový proces jednoduchý. V naš́ı definici uvažujeme jenom jednoduché bodové procesy.

Mějme Poisson̊uv bodový proces X s difúzńı (neatomickou) mı́rou intenzity Λ takovou, že Λ(E) <∞.
Lze vyjádřit rozděleńı Poissonova procesu (F ∈ N):

Π(F ) = P(X ∈ F ) =
∞∑

n=0

P(X(E) = n)P(X ∈ F | X(E) = n)

=

∞∑

n=0

Λ(E)n

n!
e−Λ(E)

∫

E

· · ·
∫

E

I[{x1,...,xn}∈F ]
Λ(dx1)

Λ(E)
· · · Λ(dxn)

Λ(E)

= e−Λ(E)

[
I[∅∈F ] +

∞∑

n=1

1

n!

∫

E

· · ·
∫

E

I[{x1,...,xn}∈F ] Λ(dx1) · · ·Λ(dxn)
]
.

Budeme se zabývat bodovými procesyX s hustotou p vzhledem k Π, tj. plat́ı P(X ∈ F ) =
∫
F
p(x)Π(dx).

Takový proces X je konečný (d́ıky podmı́nce Λ(E) <∞) a jednoduchý (d́ıky tomu, že Λ je neatomická).
Často se uvažuje, že E je omezená podmnožina R

d a Λ je Lebesgueova mı́ra, hustota p je potom vzhledem
ke standardńımu Poissonovu procesu (homogenńı proces s jednotkovou intenzitou na E). Nejznáměǰśım
př́ıkladem konečného bodového procesu s hustotou vzhledem k rozděleńı Poissonova procesu je Strauss̊uv
proces, který je modelem pro odpudivé interakce mezi body.
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Definice 8.1.2. Mějme reálné parametry β > 0, 0 ≤ γ ≤ 1 a R > 0. Strauss̊uv proces (Strauss process)
je bodový proces X s hustotou p(x) = αβx(E)γS(x), kde S(x) =

∑
i6=j I[̺(xi,xj)<R].

Pozn.: Normuj́ıćı konstanta α =
(∫

N βx(E)γS(x) Π(dx)
)−1

je většinou neznámá. Lze ji spoč́ıtat např́ıklad
pro limitńı př́ıpad γ = 1, který odpov́ıdá Poissonovu procesu s mı́rou intenzity βΛ. Př́ıpad γ = 0 znamená,
že S(x) = 0 (pokládáme 00 = 1) a výsledkem je bodový proces s pevným jádrem (hard-core process),
tj. žádné dva body v x nemůžou být bĺıž než R. Strauss nazval tento proces modelem shlukováńı [36], to
by odpov́ıdalo př́ıpadu γ > 1, pro který však p(x) neńı integrovatelná.

Pokud bychom však uvažovali podmı́něný Strauss̊uv proces (podmı́něně při daném počtu x(E) bod̊u
procesu), hustota p(x) už nezáviśı na parametru β a je integrovatelná pro všechna γ ≥ 0. Tedy pro γ > 1
můžeme dostat model pro shlukováńı bod̊u, který ovšem neńı moc vhodný, v praxi se použ́ıvaj́ı lepš́ı
modely.

8.2 Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus rozeńı a zániku

Pro simulaci bodových proces̊u s hustotou vzhledem k Poissonovu procesu se s výhodou užije Metro-
polis̊uv-Hastings̊uv algoritmus rozeńı a zániku. Normuj́ıćı konstanta se zkrát́ı a návrh lze volit změnou
jediného bodu v realizaci současného stavu.

Algoritmus 8.2.1. Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus rozeńı a zániku (birth-death Metropolis-Hastings
algorithm)

Pro t = 0, 1, . . . a dané Xt = x ∈ N , generuj Xt+1 následovně:

1. s pravděpodobnost́ı Q(x) navrhni přidáńı bodu u s hustotou b(x, u) vzhledem k Λ, s pravděpodobnost́ı
1−Q(x) navrhni ubráńı bodu v s pravděpodobnost́ı d(x, v), v ∈ x,

2. návrh přijmi (bud’ Xt+1 = x∪u, nebo Xt+1 = x\v) s pravděpodobnost́ı α(x, x∪u) = min(1, h(x, u)),

α(x ∪ u, x) = min
(
1, 1

h(x,u)

)
, kde

h(x, u) =
p(x ∪ u)
p(x)

· 1−Q(x ∪ u)
Q(x)

· d(x ∪ u, u)
b(x, u)

.

Polož Xt+1 = x, pokud je návrh zamı́tnut.

Dále voĺıme speciálně Q(·) = 1
2 , b(·, ·) = 1

Λ(E) , d(x ∪ u, ·) = 1
x(E)+1 , tedy

h(x, u) = λ(x, u)
Λ(E)

x(E) + 1
, (8.1)

kde λ(x, u) = p(x∪u)
p(x) je podmı́něná intenzita (conditional intensity).

Uvědomme si, že algoritmus 8.2.1 neodpov́ıdá definici 4.2.1 obyčejného MH algoritmu. Neńı to jeho
speciálńı př́ıpad – nemáme totiž k dispozici přechodovou hustotu q pro výpočet Hastingsova poměru.
Reverzibilita tohoto algoritmu vzhledem k ćılovému rozděleńı se proto muśı dokázat - viz např. d̊ukaz
Theorem 7.2 v [26]. A nebo je možné odvodit tento algoritmus jako speciálńı př́ıpad Metropolisova-
Hastingsova-Greenova algoritmu 7.2.2 – viz př́ıklad z předchoźı kapitoly.

Nyńı definujeme podmı́nku stability, která je postačuj́ıćı pro geometrickou ergodicitu algoritmu 8.2.1.

Definice 8.2.1. Řekneme, že konečný bodový proces X s hustotou p je lokálně stabilńı (locally stable),
když λ(x, u) ≤ K pro nějakou konstantu K, neboli

p(x ∪ u) ≤ Kp(x), pro všechna x ∈ N , u ∈ E. (8.2)

Pozn.: Z podmı́nky (8.2) plyne, že pro p(x) = 0 je i p(x ∪ u) = 0, podmı́něná intenzita λ(x, u) je tedy
dobře definována (pokládáme 0/0 = 0). Neńı těžké ukázat, že lokálńı stabilita implikuje integrovatelnost
hustoty p vzhledem k rozděleńı Poissonova procesu.

Uvažujme markovský řetězec {Xt} generovaný Metropolisovým-Hastingsovým algoritmem rozeńı a zá-
niku popsaným výše. Protože řetězec přecháźı vždy jen do př́ıpustných stav̊u, stavový prostor je
N+ = {x ∈ N : p(x) > 0}.

40



Tvrzeńı 8.2.2. Pokud p splňuje podmı́nku (8.2) lokálńı stability, potom je markovský řetězec {Xt}
ϕ-nerozložitelný na N+ a pro každé k ∈ N0 je C = {x ∈ N+ : x(E) ≤ k} malá množina.

D̊ukaz: Mějme dáno k ∈ N0 a x ∈ N+, 0 < x(E) = n ≤ k. Označme Nn = {x ⊆ E, x(E) = n}.
Pravděpodobnost ubráńı bodu z x je

P (x,Nn−1) = (1−Q(x))
∑

v∈x
d(x, v)α(x, x \ v) = 1

2

∑

v∈x

1

n
min

{
1,

n

λ(x \ v, v)Λ(E)

}
≥ 1

2KΛ(E)
= c

za předpokladu, že K z definice 8.2.1 je zvoleno dostatečně velké, aby 1
KΛ(E) < 1. Tedy pro x ∈ C

a m > k je Pm(x, {∅}) ≥ cm. Zvolme mı́ru ν = δ∅, potom Pm(x,A) ≥ cmν(A) pro každé x ∈ C a A ∈ N.
Pro n = x(E) = 0 je Pm(∅, A) ≥ (1−Q(∅))mδ∅(A) = (1/2)mν(A) ≥ cmν(A). Celkem tak dostáváme, že
C je malá (ε = cm). Podobně polož́ıme-li ϕ = δ∅, tak Pm(x,A) ≥ cm > 0 kdykoli m ≥ x(E) a ϕ(A) > 0.
Řetězec je proto ϕ-nerozložitelný.

Věta 8.2.3. Markovský řetězec pro simulaci bodového procesu s lokálně stabilńı hustotou p(x) MH-
algoritmem rozeńı a zániku je stejnoměrně ergodický právě tehdy, když existuje m tak, že N = ∪mn=0Nn.

D̊ukaz: Je-li N = ∪mn=0Nn, pak je řetězec stejnoměrně ergodický podle věty 5.2.17 a tvrzeńı 8.2.2. Naopak
necht’ řetězec je stejnoměrně ergodický, tedy N je malá (věta 5.2.17). Existuje proto mı́ra ν a m ∈ N tak,
že Pm(x, F ) ≥ ν(F ) pro každé x ∈ N a F ∈ N. Předpokládejme, že neexistujem takové, že N = ∪mn=0Nn.
Ukážeme, že pak ν(Nk) = 0 pro každé k, což bude spor. Kdyby ν(Nk) > 0, tak vezmeme x ∈ Nk+m+1

a Pm(x,Nk) ≥ ν(Nk) > 0, což je spor, nebot’ Pm(x,Nk) = 0.

Věta 8.2.4. Je-li p lokálně stabilńı hustota, je př́ıslušný Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus rozeńı a
zániku aperiodický a geometricky ergodický.

D̊ukaz: Zřejmě P (∅, {∅}) ≥ 1−Q(∅) = 1
2 > 0 a odtud plyne aperiodicita. K ověřeńı geometrické ergodicity

použijeme větu 5.2.16 s V (x) = cn, kde n = x(E) a c > 1 je konstanta. Z předpokladu věty je λ(x, u) ≤ K.
Pro n ≥ 1 plat́ı

PV (x) =

∫

N
V (y)P (x, dy) = cn+1P (x,Nn+1) + cn−1P (x,Nn−1) + cnP (x, {x}).

Odhadneme jednotlivé členy:

P (x,Nn+1) = Q(x)

∫

E

I[x∪u∈Nn+1]b(x, u)α(x, x ∪ u) Λ(du)

=
1

2

∫

E

I[x∪u∈Nn+1] min

{
1, λ(x, u)

Λ(E)

n+ 1

}
Λ(du)

Λ(E)
≤ 1

2
min

{
1,
KΛ(E)

n+ 1

}
≤ ε

2
,

pro n+ 1 ≥ KΛ(E)
ε ,

P (x,Nn−1) = (1−Q(x))
∑

v∈x
d(x, v)α(x, x \ v) = 1

2

∑

v∈x

1

n
min

{
1,

n

Λ(E)λ(x \ v, v)

}

=
1

2

∑

v∈x
min

{
1

n
,

1

KΛ(E)

}
=

1

2

při n ≥ KΛ(E),

P (x, {x}) = 1− P (x,Nn+1)− P (x,Nn−1) ≤ 1− P (x,Nn−1) =
1

2
při n ≥ KΛ(E).

Položme NK,ε =
KΛ(E)

ε , potom pro n ≥ NK,ε a 0 < ε < 1 je
∫
V (y)P (x, dy) ≤ cn+1 ε

2
+ cn−1 1

2
+ cn

1

2
= cn

(
cε

2
+

1

2c
+

1

2

)
.

Protože 1
2c +

1
2 < 1, existuje β < 1 tak, že pro ε dost malé je

∫
V (y)P (x, dy) ≤ βV (x) pro x 6∈ C, kde

C = {x ∈ N : x(E) < NK,ε} je malá množina (tvrzeńı 8.2.2). Dále pro x ∈ C je
∫
V (y)P (x, dy) ≤

cNk,ε+1 = b. Je proto splněna podmı́nka geometrického driftu.
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Kapitola 9

Daľśı algoritmy založené na MCMC

metodách

9.1 Simulované ž́ıháńı

Simulované ž́ıháńı (simulated annealing) je př́ıkladem stochastického optimalizačńıho algoritmu. Název
je odvozen z toho, že snahou je simulovat fyzikálńı proces ž́ıháńı. Tato technika se použ́ıvá v metalurgii,
kde kontrolované chlazeńı materiál̊u vede k zvětšeńı velikost́ı krystal̊u a zmenšeńı jejich defekt̊u. Při velké
teplotě se atomy pohybuj́ı v́ıceméně volně, zat́ımco při menš́ıch teplotách jsou pohyby sṕı̌se do mı́st s nižš́ı
energíı.

Naš́ım ćılem je nalezeńı globálńıho minima (nebo maxima) reálné funkce h na prostoru X . Budeme
postupovat tak, že necháme běžet markovský řetězec, jehož stacionárńı rozděleńı je soustředěno na stavech
s malou (nebo velkou) hodnotou h. Po nějaké době přeskoč́ıme na řetězec, jehož stacionárńı rozděleńı je
ještě v́ıce koncentrováno na stavech s malou (nebo velkou) hodnotou h a takto pokračujeme dále. Volbu
řetězc̊u kontrolujeme pomoćı parametru T , který ve fyzikálńı interpretaci označuje teplotu. Při dané
teplotě máme kladnou pravděpodobnost přechodu do horš́ıho stavu (stavu s větš́ı hodnotou funkce h),
tato pravděpodobnost však klesá se snižuj́ıćı se teplotou. Možnost pohyb̊u do horš́ıch stav̊u je d̊uležitá
v tom, že nám zabraňuje v uv́ıznut́ı v lokálńım minimu.

Otázkou z̊ustává, jak při dané teplotě volit markovský řetězec a jak př́ıslušné stacionárńı rozděleńı.
Pokud je h nezáporná a funkce h1/T je integrovatelná, lze uvažovat stacionárńı rozděleńı s hustotou f
úměrnou h1/T . Pro velká T je většina pravděpodobnostńı hmoty rozložena kolem maxima hustoty f .

Jiná možnost (pro úlohu minimalizace) je dána následuj́ıćı definićı.

Definice 9.1.1. Boltzmannovo rozděleńı (Boltzmann distribution) πh,T na X s funkćı energie h : X → R

a parametrem teploty T > 0 je dáno hustotou fh,T (x) = 1
Zh,T

exp{−h(x)/T}, kde Zh,T je normuj́ıćı

konstanta.

Pozn.: Předpokládáme, že funkce exp{−h(x)/T} je integrovatelná. Boltzmannovo rozděleńı lze
jednoduše modifikovat, aby se dalo použ́ıt pro úlohu maximalizace h, stač́ı uvažovat hustotu fh,T (x) =

1
Zh,T

exp{h(x)/T}.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že pro konečný prostor X Boltzmannovo rozděleńı s malou hodnotou T má
požadovanou vlastnost, že umist’uje nejv́ıc pravděpodobnosti na prvky minimalizuj́ıćı h.

Věta 9.1.1. Necht’ S je konečná, h : S → R libovolná funkce. Pro T > 0 bud’ α(T ) pravděpodobnost,
že náhodný element Y na S s Boltzmannovým rozděleńım πh,T splňuje h(Y ) = mins∈S h(s). Potom
limT→0+ α(T ) = 1.

D̊ukaz: Bud’ M = {s ∈ S : h(s) = mini∈S h(i)} a označme mins∈S = a = ai = h(i), i ∈ M ,
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b = mins∈S\M h(s). Potom

∑

i∈M
πh,T (i) =

∑

i

1

Zh,T
e−

ai
T =

∑
i e

− ai
T

∑
s′∈S e

−h(s′)
T

=

∑
i e

− ai
T

∑
i e

− ai
T +

∑
s′∈S\M e−

h(s′)
T

≥
∑
i e

− ai
T

∑
i e

− ai
T + |S\M | e− b

T

=
|M |

|M |+ |S\M | e a−b
T

,

a tedy limT→0+ α(T ) = 1.

Algoritmus simulovaného ž́ıháńı spoč́ıvá v konstrukci řetězce pro simulaci z πh,T . Většinou se už́ıvá
Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus, jeho výhoda je, že neńı nutné znát normuj́ıćı konstantu Zh,T . Zvoĺı
se klesaj́ıćı posloupnost kladných č́ısel (teplot) Tn, limn→∞ Tn = 0 a posloupnost přirozených č́ısel Nn –
schéma ž́ıháńı (annealing schedule). Řetězec běž́ı (z libovolného počátečńıho stavu) N1 časových jednotek
při teplotě T1, N2 při T2 atd., dokud neńı splněna podmı́nka ukončeńı (např. proběhl zadaný počet iteraćı
nebo nedošlo k žádnému zlepšeńı po daném počtu iteraćı). Stav řetězce, ve kterém byla dosažena nejmenš́ı
hodnota, považujeme za řešeńı naš́ı optimalizačńı úlohy. Existuj́ı věty uváděj́ıćı, jak rychle muśı j́ıt Tn
k nule (jak rychle muśıme ochlazovat), abychom měli zaručenu konvergenci.

Věta 9.1.2. Necht’ S = {s1, . . . , sk} a h : S → R. Je-li T (n) teplota v čase n a

T (n) ≥ k (maxs∈S h(s)−mins∈S h(s))
log n

pro dostatečně velká n, potom limn→∞ α(T (n)) = 1, kde α(T (n)) = P(h(Yn) = mins∈S h(s)) a Yn je stav
řetězce v čase n.

D̊ukaz: [8]

Typicky ovšem splněńı podmı́nky z předchoźı věty vede na extrémně pomalé algoritmy. V praxi užit́ı
rychleǰśıho ochlazováńı nese nebezpeč́ı, že algoritmus skonč́ı v lokálńım a nikoliv globálńım minimu. Nutné
kompromisy mezi pomalým a rychlým ochlazováńım se hledaj́ı př́ıpad od př́ıpadu. K volbě schématu
ž́ıháńı většinou neńı lepš́ı doporučeńı než metoda pokusu a omylu.

Př́ıklad: Tento př́ıklad by měl varovat před rychlým ochlazovaćım schématem. Necht’ S = {s1, s2, s3, s4},
h(s1) = 1, h(s2) = 2, h(s3) = 0 a h(s4) = 2.

s1 s2

s3s4

Hledejme minimum metodou simulovaného ž́ıháńı. Návrh v Metropolisově-Hastingsově algoritmu
voĺıme tak, že rovnoměrně náhodně vybereme stav mezi sousedy současného stavu, tedy qij =

1
di
, pokud

sj je soused si, kde di je počet soused̊u si. V našem př́ıpadě je di = 2 pro všechna i a pravděpodobnosti
přijet́ı záviśı pouze na pod́ılu πh,T (sj)/πh,T (si). Celkově dostaneme matici pravděpodobnost́ı přechodu

PT =




1− e−1/T 1
2e

−1/T 0 1
2e

−1/T

1
2 0 1

2 0

0 12
e

−2/T
1− e−2/T 1

2e
−2/T

1
2 0 1

2 0


 .

Necht’ nehomogenńı markovský řetězec {Xn} startuje v X0 = s1 a běž́ı dle nějakého ž́ıhaćıho schématu.
Znač́ıme T (n) teplotu v čase n a A jev, že řetězec z̊ustane v s1 navždy. Potom je

P(A) = P(X1 = s1, X2 = s1, . . . ) = lim
n→∞

P(X1 = s1, . . . , Xn = s1)

= lim
n→∞

P(X1 = s1 | X0 = s1)P(X2 = s1 | X1 = s1) · P(Xn = s1 | Xn−1 = s1)

= lim
n→∞

n∏

i=1

(
1− e−1/T (i)

)
=

∞∏

i=1

(
1− e−1/T (i)

)
.
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Pro 0 ≤ ui < 1 plat́ı
∏∞
i=1(1− ui) > 0 ⇔∑∞

i=1 ui <∞ (viz [35], věta 15.5). Tedy pokud jde T (n) k nule

dost rychle (tak, že
∑∞
i=1 e

−1/T (i)

< ∞), potom je P(A) > 0 a řetězec může z̊ustat v s1 navždy (např.
pro T (n) = 1/n). Stav s1 je lokálńı minimum (ne globálńı).

Př́ıkladem použit́ı simulovaného ž́ıháńı jsou r̊uzné NP-těžké kombinatorické optimalizačńı problémy
(např. problém obchodńıho cestuj́ıćıho nebo bisekce grafu).

9.2 Perfektńı simulace

Jedná se o algoritmus, který dává na výstupu přesně stacionárńı rozděleńı a nav́ıc je schopen určit, kdy je
stacionárńı rozděleńı dosaženo (kdy algoritmus zastavit). Tedy neńı třeba zabývat se řádem konvergence
ani otázkou, jak dlouho nechat řetězec běžet.

Vylož́ıme metodu perfektńı simulace založenou na myšlence CFTP (coupling from the past), kterou
navrhli Propp a Wilson [28]. Při algoritmu neběž́ı pouze jeden ale v́ıce řetězc̊u (coupling). Nav́ıc řetězce
neběž́ı od času 0 dopředu, ale běž́ı z minulosti do času 0 (from the past).

Ćılem je simulovat z rozděleńı π na konečném stavovém prostoru S = {s1, . . . , sk}. Necht’ P = {pij}
je matice pravděpodobnost́ı přechodu nerozložitelného, neperiodického a reverzibilńıho řetězce vzhledem
k π. Funkce Φ : S × [0, 1] → S splňuj́ıćı pij = P(Φ(si, U) = sj), kde U ∼ R(0, 1), se nazývá přechodová
funkce (update function). Takováto funkce existuje pro každý homogenńı Markov̊uv řetězec ([16], Propo-
sition 8.6). Přechodová funkce se dá využ́ıt při simulaci markovského řetězce {Xn}, pro n ∈ N totiž plat́ı
Xn = Φ(Xn−1, Un), kde Un je posloupnost nezávislých náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım na
[0, 1]. Stač́ı tedy specifikovat počátečńı stavX0, simulovat z R(0, 1) a dopoč́ıtávat hodnoty vygenerovaného
řetězce. Dále ještě uvažujme rostoućı posloupnost přirozených č́ısel N1, N2, . . . (běžně se voĺı Nk = 2k−1,
k ∈ N) a U0, U−1, U−2, . . . posloupnost nezávislých náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım na
[0, 1].

Algoritmus 9.2.1. CFTP perfektńı simulace (CFTP perfect simulation):

1. polož m = 1,

2. pro každý stav s ∈ S simuluj Markov̊uv řetězec s matićı pravděpodobnost́ı přechodu P , který startuje
v čase −Nm ze stavu s a běž́ı do času 0 užit́ım Φ a U−Nm+1, . . . , U0 (stejné pro všech k řetězc̊u),
tj. X−Nm

= s a Xt = Φ(Xt−1, Ut), t = −Nm + 1, . . . , 0,

3. pokud všechny řetězce jsou v čase 0 ve stejném stavu, je tento stav výstupem a algoritmus konč́ı,
jinak zvěťsi m o jedna a jdi na 2.

Pokud všechny řetězce skonč́ı ve stejném stavu, ř́ıkáme, že došlo ke koalescenci (coalescence). V druhém
kroku se vždycky už́ıvá stejná posloupnost Ui, což vyžaduje jisté nároky na pamět’ poč́ıtače.

Př́ıklad: (na koalescenci) Bud’ S = {s1, s2, s3}.
N1 = 1, chod z času −1 do 0: necht’ Φ(s1, U0) = s1, Φ(s2, U0) = s2, Φ(s3, U0) = s1, tedy nedošlo ke

koalescenci.
Jdeme na N2 = 2, necht’ Φ(Φ(s1, U−1), U0) = Φ(s2, U0) = s2, Φ(Φ(s2, U−1), U0) = Φ(s3, U0) = s1,

Φ(Φ(s3, U−1), U0) = Φ(s2, U0) = s2, opět neńı koalescence.
Jdeme na N3 = 4 a dostáváme koalescenci (viz obrázek), výstupem je stav s2.

s1 s1 s1 s1 s1

s2 s2 s2 s2 s2

s3 s3 s3 s3 s3

n
0−1−2−3−4
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Kdybychom zač́ınali v časech −8,−16, . . . , vždy bude stejný výstup (jde o výstup z π).

Problém je, že nemáme zaručeno, že algoritmus skonč́ı v konečném čase (jsou třeba nějaké dodatečné
podmı́nky na Φ). Pokud ovšem skonč́ı v konečném čase, dává správný výstup.

Věta 9.2.2. Předpokládejme, že algoritmus skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1, bud’ Y výstup algoritmu. Potom
pro každé i ∈ {1, . . . , k} je P(Y = si) = πi, kde π je stacionárńı rozděleńı.

D̊ukaz: Pro si ∈ S ukážeme, že |P(Y = si)− πi| ≤ ε pro libovolné ε > 0. Z předpokladu existuje M tak,
že P(algoritmus nepotřebuje startovat z času menš́ıho než −NM ) ≥ 1 − ε. Uvažujme Markov̊uv řetězec
od času −NM do 0 se stejnou Φ a U−NM+1, . . . , U0, ale s počátečńım rozděleńım π. Bud’ Ỹ jeho stav v 0
(má rozděleńı π). Potom z našeho předpokladu plyne P (Y 6= Ỹ ) ≤ ε, a proto

|P(Y = si)−πi| = |P(Y = si)−P(Ỹ = si)| ≤ max
(
(P(Y = si)− P(Ỹ = si)), (P(Ỹ = si)− P(Y = si))

)

≤ max
(
P(Y = si, Ỹ 6= si),P(Ỹ = si, Y 6= si)

)
≤ P(Y 6= Ỹ ) ≤ ε.

Př́ıklad: Ukážeme, že metoda nefunguje, pokud provád́ıme coupling dopředu a chceme použ́ıt vzorek XN ,
kde N je čas koalescence. Bud’

P =

(
1/2 1/2
1 0

)
.

Lehce zjist́ıme, že π = (2/3, 1/3)T . Uvažujme dva řetězce (ze stavu s1 a ze stavu s2) startuj́ıćı čase v nule.
Necht’ koalescence nastane v čase N . V čase N − 1 jsou r̊uzné, tedy jeden z nich je ve stavu s2, z nějž jde
s pravděpodobnost́ı 1 do stavu s1. Tedy s pravděpodobnost́ı 1 je koalescence ve stavu s1, což neodpov́ıdá
stacionárńımu rozděleńı.

Obdobně lze nahlédnout, že je d̊uležité nezaměňovat výstup algoritmu X0 s Xčas koalescence.

Př́ıklad: CFTP algoritmus nefunguje, pokud nepouž́ıváme stále stejná Ut: Uvažujme řetězec z předchoźıho
př́ıkladu a označme M = max{m : algoritmus se rozhodne simulovat řetězec startuj́ıćı v čase − Nm}.
Necht’ se generuj́ı vždy nová Ut a Y je výstup algoritmu. Potom

P(Y = s1) =

∞∑

m=1

P(M = m,Y = s1) ≥ P(M = 1, Y = s1) + P(M = 2, Y = s1)

= P(M = 1)P(Y = s1 |M = 1) + P(M = 2)P(Y = s1 |M = 2) =
1

2
· 1 + 3

8
· 2
3
=

3

4
>

2

3
.

(s1, s2)

(s1, s1) (s2, s1)

(s1, s1) (s2, s2) (s1, s1) (s1, s2)

Pro daný markovský řetězec může existovat několik r̊uzných přechodových funkćı. Pro obyčejnou
MCMC simulaci je výběr přechodové funkce nepodstatný, ale pro perfektńı simulaci je často velmi
závažný. S r̊uznými přechodovými funkcemi může docházet ke koalescenci r̊uzně rychle nebo třeba v̊ubec
ne.

Př́ıklad: Uvažujme markovský řetězec se stavovým prostorem S = {s1, s2} a matićı přechodu

P =

(
1/2 1/2
1/2 1/2

)
.

Dvě možné volby přechodové funkce jsou

Φ1(s1, x) =

{
s1 pro x ∈ [0, 1/2),

s2 pro x ∈ [1/2, 1],
Φ1(s2, x) =

{
s2 pro x ∈ [0, 1/2),

s1 pro x ∈ [1/2, 1],

Φ2(si, x) =

{
s1 pro x ∈ [0, 1/2),

s2 pro x ∈ [1/2, 1],
pro i = 1, 2.
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Pro algoritmus perfektńı simulace voĺıme Nk = 2k−1, k ∈ N.
Při použit́ı přechodové funkce Φ1 algoritmus nikdy neskonč́ı, zat́ımco při použit́ı přechodové funkce

Φ2 algoritmus skonč́ı (s pravděpodobnost́ı 1) hned v prvńım běhu řetězce z času −N1 = −1 do času 0.

Pokud je prostor S obrovský, je náročné nechat běžet řetězec ze všech stav̊u. U některých úloh to
neńı nutné, počet simulovaných řetězc̊u lze výrazně sńıžit. Uvedeme si tzv. sendvičovou vlastnost, která
se uplatňuje pro markovské řetězce s uspořádáńım na množině stav̊u.

Př́ıklad: Uvažujme žebř́ıkovou náhodnou procházku na S = {1, . . . , k}, tj. pravděpodobnosti přechodu
jsou pi,i+1 = pi+1,i = 1/2 pro i = 1, . . . , k − 1 a p11 = pkk = 1/2. Stacionárńı rozděleńı je πi = 1

k ,
i = 1, . . . , k. Přechodovou funkci lze vźıt tvaru

Φ(1, x) =

{
1 x ∈ [0, 1/2),

2 x ∈ [1/2, 1],
Φ(k, x) =

{
k − 1 x ∈ [0, 1/2),

k x ∈ [1/2, 1],

Φ(i, x) =

{
i− 1 x ∈ [0, 1/2),

i+ 1 x ∈ [1/2, 1],
i = 1, . . . , k.

Takto definována Φ má vlastnost monotonie: pro každé x ∈ [0, 1], i, j ∈ {1, . . . , k} plat́ı i ≤ j ⇒ Φ(i, x) ≤
Φ(j, x). To znamená, že řetězec, který startuje ze stavu i ∈ {2, . . . , k − 1} vždy z̊ustane mezi řetězci
startuj́ıćımi v 1 a k. Této vlastnosti se ř́ıká sendvičová vlastnost (sandwich property). Když dojde ke
koalescenci dvou krajńıch řetězc̊u, nastává koalescence všech a algoritmus můžeme ukončit. Stač́ı tedy
spustit jen dva řetězce – ze stavu 1 a k.

Sendvičová vlastnost umožňuje využit́ı algoritmu v problémech s obecnou množinou stav̊u, na které
existuje částečné uspořádáńı. Kromě Proppova-Wilsonova algoritmu existuj́ı v literatuře r̊uzné daľśı va-
rianty CFTP metod. Pro daľśı čteńı doporučujeme např. [17], [18] a [2, Chapter 8].
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