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LUBOS PICK

6. CISELNE RADY
6.1. Zakladni pojmy.

Definice. Necht {a,}°, je posloupnost. Pro m € N polozme s, = Y /" | ap. Rekneme,
ze fada ) .7 | a, konverguje (je konvergentni), je-li lim,, ;o0 Sp, vlastni. Rekneme, Ze
fada ) 7, a, diverguje (je divergentni), jestlize lim,, o $p, neexistuje nebo je nevlastni.
Pro jemngjsi rozligeni budeme nékdy ifikat, ze fada Y .-, a, diverguje k oo, respektive
diverguje k —oo, jestlize lim s,,, = o0, respektive lim s,, = —o0. Cislo an,n € N, je n-tym
¢lenem rady > 7 | ap a €islo sy, m € N, je jejim m-tym ¢aste¢nym souctem.

Rada Y no an je jakozto matematicky objekt totozna s posloupnosti {ay}52 ;. Pokud tedy
hovofime o fadé a ne o posloupnosti, fikAme tim, Ze nas zajimaji otdzky souvisejici s piislusnou
posloupnosti ¢asteénych soucti.

Soucet fady ) 7, a, je limita posloupnosti {s,,}, pokud tato limita existuje. Soucet
fady budeme znacit symbolem » >, a,. Symbol > >, a, znaci tedy jednak Ffadu, jednak
soucet Fady, pokud tento soudet existuje. Symbol >~ | a,, miZeme pouzit k oznaceni prvku z
mnoziny R* aZ po ovéreni, Ze pfislusné fada mé soucet. Potom uvedené dvojznacnost neptisobi
zadné potize.

Poznamka. Podle chovani posloupnosti ¢asteénych souctt {s,,} fady > -7 | a, miZeme pro-
vést toto rozliSeni:
vlastni, pak jde o konvergentni fadu,

existuje

. .. 0o, pak fada diverguje k oo,
lim sy, nevlastni a je rovna

—o00, pak rada diverguje k —oo,
neexistuje, pak fada diverguje a nemé soucet.

Poznamka. Pojem nekonecné fady je mozné zobecnit v podobném smyslu, jako jsme to
provedli pro posloupnosti. Necht k € Z a {a,} 2, je posloupnost realnych ¢isel (ve smyslu
rozsifené¢ definice). Potom symbol Y 7 a, oznacuje fadu, kde s¢itaci index probiha mno-
zinu Z N [k, c0). Existuje-li limita posloupnosti {sm}fnozvk, kde s, = Z;n:k a;, pak tuto limitu
nazyvame soué¢tem Fady a zna¢ime ji opét > -, an. Rekneme, ze fada >, a, je konver-
gentni, je-li jejim sou¢tem realné ¢islo. Rekneme, Ze fada ), a, je divergentni, jestlize
lim,,, o0 Sy neexistuje nebo je nevlastni. Pro jednoduchost se az na drobné vyjimky omezime
na fady tvaru > - ;| a,. Pipadna zobecnéni vysledki pro fady tvaru -2, a, jsou pfimocara.
Piiklad. Dokazte, ze fada > - ,(—1)" je divergentni.

n=1

ReZeni. Pro n € N oznacme s, = S 7_,(—1)*. Potom plati:

—1 pro n liché,
Sp =
0 pro n sudé.
1
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Odtud plyne, Ze lim s,, neexistuje. Rada 3°°°  (—=1)" tedy diverguje.

Definice. Necht ¢ € R. Potom fadu )7 , ¢" nazyvame geometrickou fadou a ¢islo ¢ jejim
kvocientem.

Priklad. Necht ¢ € R. Dokazte, Ze
(a) Tada )7 ¢" konverguje pravé tehdy, kdyz |¢| < 1,
(b) pokud |g| < 1, potom 3 7°;¢" = .

ReSeni. (a) Pro n € NU {0} ozna¢me s, = >_y_, ¢*. Potom dostavime

_n+1
B {11qq pro ¢ € R\ {1},
Sn =

n+1 prog=1.

Pripad ¢ > 1. Potom z vySe uvedeného vyplyva, ze lim s,, = co. Nase fada tedy diverguje.

Pripad |q| < 1. Potom plati lim s,, = flqv a tedy nage fada konverguje.

Pripad ¢ = —1. Rada diverguje podle predchézejiciho prikladu.

Pripad g < —1. Plati lim s9,, = 00 a lim s9,—1 = —00, a tedy lim s, neexistuje. Proto fada
diverguje.

(b) Plyne z pfedchoziho.

Piiklad. Dokazte, ze > 2

1 —
n=1 n(n+1) — L.

Reseni. Plati

[e.e] o0
1 1 1 1
S i =2 ()~ (- ) -
k(k+1) ko k+1 m—00 m+1
k=1 k=1

Poznamka (soucet versus konvergence). Vsimnéme si rozdilu mezi alohou vyjadiit hodnotu
sou¢tu dané fady (pokud existuje) pomoci znamych konstant a tlohou rozhodnout, zda dana
fada konverguje ¢i diverguje. Reseni prvni tlohy dava vysledek i pro druhou. Uréit soucet dané
fady miize byt vSak velmi obt{Zzné az nefesitelné. Pokud vSak ukdZeme, Ze je fada konvergentni,
miizeme jeji soucet alesponn pfiblizit pomoci hodnot ¢asteénych soucti.

Poznamka (zména konecného po¢tu ¢lent fady). Pro nekonecné fady nema zména kone¢né
mnoha ¢lent fady vliv na konvergenci ¢i divergenci fady ¢i na existenci jejiho souctu. Piesnéji,
mame-li dvé fady > 2 an a Y- by, pro néz existuje n; € N takové, Ze a,, = by, pro kazdée
n € N, n > ny, pak > >, a, konverguje (respektive mé soucet) pravé tehdy, kdyz Y 7, by,
konverguje (respektive ma soucet).
Pro dikaz predchoziho tvrzeni ozna¢me n-ty ¢asteény soucet fady » - | an jako s, a n-ty
¢astecny soucet Fady > o2 | by jako ty. Pro kazdé n € N,n > ny, plati
ny—1 ny—1
-2 s LTS SITE SN
k=n1 k=n1 k=1
neboli s, = t,,+¢, kde c = > 1 La —221:_11 b € R. Ma-li tedy fada )7 | a,, soufet A € R,
pak lims, = A, a tedy limt¢, = A — c. Vyraz A — ¢ je definovan, nebot ¢ € R. Pokud je fada
Yoo an konvergentm pak A € R, a tedy také A — ¢ € R, takze >0 1 by je konvergentni.

Tim je dokdzéna jedna implikace. Opa¢nou lze dokazat obdobné.
Zménou kone¢né mnoha ¢lenu fady vSak muzeme samoziejmé zménit hodnotu souctu fady.
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Nyni uvedeme jednoduchou nutnou podminku konvergence fady.

Véta 6.1 (nutna podminka konvergence fady). Nechl Fada ) o> | ar konverguje. Potom lim a,, =
0.

Diikaz. Polozme sg = 0 a pro n € N ozna¢me s, = Zzzl ar. Potom a, = s, — s,_1 pro
kazdé n € N. Podle pfedpokladu véty existuje vlastni lim s,. Ziejmé existuje také lim s, a
plati lims,_; = lims,. Podle véty o aritmetice limit tedy plati lima, = lim(s, — sp—1) =
lim s, —lims,_1 = 0. ]

Poznamka. V nékterych piripadech lze pouzit Vétu 6.1 k odvozeni divergence fady. Jestlize je
{a,} posloupnost a neplati lim a,, = 0, pak je fada >_°>° | a,, divergentni. Napiiklad lim(—1)"

n=1
neexistuje, a tedy fada > .~ (—1)" diverguje.

Priklad. Dokazte, ze Y 7| =~ = oc.

1
n
Reseni. Posloupnost ¢astecnych soucti {s,} fady Yoy % je zFejmé rostouci. Tedy existuje
lim s,,, kterou ozna¢ime symbolem A. Navic plati A = sup{s,;n € N}, a tedy A > s; > 0.
Zvolme ng € N. Polozme n = ng + 1 a m = 2ng. Pro kazdé k € N, k < 2ng, plati % > L

2ng
TudiZ mame

m 2ng
1 1 1
- > L=
DT 2 REMge =3
k=n k=no+1

Proe = % jsme tedy odvodili

VnOENEIm,nEN,mZnZnO:‘sm—sn > €.

Posloupnost ¢astecnych souc¢tt fady » -7, % tedy nespliiuje BC podminku, a proto diverguje.
Plati tedy A ¢ R. Protoze A > 0, plati A = oc.

Definice. Radu 2?21% nazyvame harmonickou radou. Néazev fady vychazi z faktu, Ze

kazdy ¢len fady kromé prvniho je harmonickym primérem svych sousednich ¢lenti.

Poznamka. Harmonickéd fada ukazuje, Zze opac¢na implikace v tvrzeni Véty 6.1 neplati. Plati
totiz lim 2 = 0, ale fada > o2, 1 diverguje.
Vé&ta 6.2. Nechl fady Y .2 an ay .oy by, maji soucet.

(a) Necht o € R a vyraz ay .~ an je definovdn. Potom md faday > | can soucet a plati

Doy g = QY7 .
(b) Necht je vijraz > o2y an + > ooy by definovdan. Potom md Fada Y o> | (an + by) soulet

a plati 330° 1 (an +bp) = 3207 an + 3257 b
konec 1. prednasky (18.2.2025)

Diikaz. Pro m € N oznatme sp, = Y 0" ap &ty = » " by.
(a) Pouzitim véty o aritmetice limit obdrzime existenci limity Casteénych soucti fady
Y02 | aay, a rovnost
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(b) Obdobné obdrzime existenci souc¢tu fady Y .- | (an + by) a vztah

(e tn) = i, 3 fon +t0) = Jim (om + )

oo oo
SRR TRTED S w8
n=1 n=1
]

Disledek (linearita konvergentnich fad). Necht jsou Fady Y o> an a Y ooy by konvergentni
a o € R. Potom plati:

(a) >0 aa, konverguje a Y o7 | ady =y o0 an,

(b) >0 (an +by) konverguje a Y 07 (an +bn) =D 00 an+ > ooy bn.
Véta 6.3. Necht' > > | ay, je konvergentni fada a Y.~ by, je divergentni fada. Potom je Fada
Yool (an + by) divergentns.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Piedpokladejme, Ze fada Y > (a, + by) je konvergentni.

Protoze fada Y - | a, je konvergentni, je podle Dusledku také fada > > (an + by — an) =
Y02 1 by, konvergentni. To je spor. O
Vé&ta 6.4 (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence fady). Necht > > | ay je Tada. Pak
jsou ndsledujict turzeni ekvivalentni:

(i) 02y an je konvergentn,

(i) plati vyrok

(1) VE>OEIn0€NVm,n€N,m2n2nO:‘Zak‘<a.
k=n

Diikaz. Polozme sp = 0 a pro n € N ozna¢me s, = » ,_; ar. Potom pro kazdé¢ m,n € N,
m >mn, plati Y )" ak = Sm — Sp—1.
(i) = (ii) Posloupnost {s,} konverguje, a proto spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu pod-
minku. Pomoci této podminky ovéfime (ii). Zvolme € > 0. Nalezneme py € N takoveé, 7Ze
Vn,m € N,n > po,m > po: |Sn _5m| <é&.

Polozme ng = pg+ 1. Pro kazda m,n € N, m > n > ng, platim >n—12> ng—1 = pg, a tedy

m
‘Zak‘ = |8m — Sn—1] < &.
k=n

Tim je tvrzeni (ii) dokazano.
(ii) = (i) Oveéfime Bolzanovu—Cauchyovu podminku pro posloupnost {s,}. Zvolme ¢ >
0. K nému nalezneme ny € N podle (1). Zvolme n,m € N,n > ng, m > ng. Potom podle (ii)
plati
| > h—ma1 Gk| <€ pron >m,
|sn —sm| =< 0<e pro n = m,
| > hepy1 @k| <& prom >n.
V prvnim pfipadé pouzivime nerovnost n > m + 1 > ng a ve tfetim m > n+ 1 > ng.
Posloupnost {s,} tedy spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, a tudiz konverguje. Tedy
fada > 7 | a, konverguje. O
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Poznamka. Neni tézké si rozmyslet, Ze vyrok (1) je ekvivalentni vyroku

dC>0Ve>0dng e NVm,n e Nym > n > ng: ‘Zak‘<C’5.
k=n

6.2. Rady s nezapornymi &leny. Dilezity specialni piipad fad piedstavuji fady s nezapor-
nymi ¢leny, tedy fady Y --, an, kde pro kazdé n € N plati a, > 0. Takové fady maji vzdy
soucet (Véta 6.5) a ke zkoumani jejich konvergence mame k dispozici specialni kritéria (napf.
Véty 6.7, 6.8 a 6.9).

Véta 6.5 (existence souctu fady s nezapornymi cleny). Necht' > > | an je Fada s nezdpornymi
cleny. Pak md Y7 | an soucet.

Diikaz. Oznacme sy, = y " an pro m € N. Posloupnost {s,,} je neklesajici, protoie fada
Y o2, an manezaporné cleny. Tudlz lim{s,,} existuje, a tedy existuje soucet fady > »" | ap. O

Véta 6.6 (srovnavaci kritérium). Necht > 02 an a Y oo by jsou fady s nezdporngmi éleny
a necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N,n > ng, plati a, < by,.

(a) Jestlize Fada Y > | by konverguje, pak konverguje i fada > > a
(b) Jestlize fada Y " | an, diverguje, pak diverguje i fada Y > by.

Diikaz. (a) Pro n € N ozna¢me s, = > ;_jar a t, = > ._; by. Posloupnost {t,} je konver-
gentni, a tedy je posloupnost {s,, + t,} shora omezené. Pro kazdé n € N plati s, < sy + t,
a tedy je i posloupnost {s,} shora omezena. Navic je neklesajici, a tedy konvergentni. Podle
definice je tedy fada > 7 | a, konvergentni.

(b) Tvrzeni plyne z (a). O

Piiklad. Dokazte, ze fada > °°
kazdé a € (—oo, 1].

el na je konvergentni pro kazdé a € [2,00) a divergentni pro

Reseni. Pro a € R an € N oznaéme a,, = n~*. Necht a € [2,00). Oznaéme b, = ﬁ pro
n € N. Potom jsou > 7, an a y o b, Fady s nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati
1 1 2
a, = — <

LR L S
n® — n? _n(n+1)

Z vyse uvedeného prikladu vyplyva, ze > 7, e +1) je konvergentni, a tedy je podle Véty 6.2

konvergentni i fada Y .-, b,. Podle Véty 6.6(a) je tedy 1 > > | a,, konvergentni.
Necht o € (—o0,1]. Oznatme ¢, = % pro n € N. Potom jsou Y02, ¢, a Y ooy ap Fady s
nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati

cn < ap,.

Protoze >, ¢, diverguje, podle Véty 6.6(b) divergujei ) >, a

o0

Poznamka. Zatim nevime, zda fada Y oo | ==

konverguje, ¢ diverguje pro « € (1,2).

Véta 6.7 (limitni srovnavaci kritérium). Necht') 2, ay, je Fada s nezapornygmi cleny, Y -2 1 by,
an

je fada s kladnimi cleny a existuje lim ¢ o . Oznaéme A = lim 5

(a) Jestlize A € (0,00), pak Y > a, konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje 7 | by,
(b) Jestlize A=0 a2 b, konverguje, pak konverguje iy > | a

(c) Jestlize A=o00 ay " an konverguje, pak konverguje 1 > >° bn

n=1
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Diikaz. (a) Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

A a, 3A
2 — << .
2) 2 bn 2

= Z prvni nerovnosti v (2) vyplyva, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, < %an. Podle
Véty 6.2 konverguje Y o0 | 2a,, a tedy podle Véty 6.6(a) konverguje také > 00 | by,.

< 7 druhé nerovnosti v (2) plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < %bn.
Obdobnym zpiisobem jako v dikazu opaéné implikace lze nyni dokazat, ze fada Y .- | an je
konvergentni.

(b) Nalezneme ngy € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati 3> < 1. Pak a, < b, pro
kazdé n € N, n > ng. Podle Véty 6.6(a) je fada Y~ | ay, konvergentni.

(¢) Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati 3> > 1. Potom pro kazdé

n € N, n > ng, plati a, > b,. Podle Véty 6.6(a) je fada > - | b, konvergentni. O

S ~ ~ ~ 2 : z
Priklad. Dokazte, Ze fada > o, 3241% je konvergentni.

Reseni. Pro n € N ozna¢me

2n? +1 b L
Ay = ———— a = —=.
" Bt +3 " on2
Potom jsou > 7°  an a 3 027 by Tady s nezdpornymi cleny a plati lim, e §* = % Podle

vyse uvedeného piikladu je fada > 7 ; b, konvergentni. Podle Véty 6.7(a) je i fada Y7 ay
konvergentni.

Vé&ta 6.8 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht'y o | a,, je Fada s nezdpornymi éleny.
(a) Jestlize
dq € (0,1) Ing e NVn e N, n > ng: Va, <q,

pak >0 an konverguge.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak Y -7 a, konverguje.
(c) Jestlize lim {/a, < 1, pak Y o2, a, konverguje.
(d) Jestlize limsup /a, > 1, pak > o, a, diverguje.
(e) Jestlize lim {/a, > 1, pak Y o2 | a, diverguje.

Diikaz. (a) Z predpokladu plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < ¢". Protoze je
q € (0,1), je fada Y 2 | ¢" konvergentni. Podle Véty 6.6(a) je tedy také fada > - ; a, kon-
vergentni.
(b) Oznac¢me A = limsup {/a,. Zvolme ¢ € (A, 1). Nalezneme ng € N takové, ze sup{ {/a,;n €
N,n > ng} < q. Potom plati
Vn e N,n>ng: Ya, <q.

Tvrzeni tedy plyne z (a).

(c) Tvrzeni plyne z (b).

(d) Ozna¢me A = limsup {/a,. Nalezneme rostouci posloupnost piirozenych &isel {n}32
takovou, ze limy_,o ayn, = A. Protoze A > 1, nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati n/a,, > 1. Tedy pro kazdé k € N, k > ko, plati a,, > 1. To znamené, Ze neplati
limy_y00 an, = 0, a tedy ani lim,, o a, = 0. Podle Véty 6.1 ZZO:1 a, diverguje.

(e) Tvrzeni plyne z (d). O
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Poznamka. Jestlize {a,} je posloupnost nezapornych ¢isel splﬁujici lim ¢/a, = 1, pak fada
> n, miize konvergovat i divergovat. Napftiklad fada )~ konverguje a fada >.°° 1

n=1 n2 n=1n
diverguje, pricemz lim *\L/% = lim ¢/ # =1.

Piiklad. Necht a > 1 a k € N. Dokazte, ze fada > - konverguje

n=1 a"
Reseni. Plati

=-<1
a

lim a,, = lim
Podle Véty 6.8(c) tedy fada konverguje.

(¥/n)*

Véta 6.9 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht > 7 | an, je Tada s kladngmi cleny.
(a) Jestlize

dg € (0,1) Inp e NVn € N, n > ny: il <q

- b
Gnp

pak Yo7 | an konverguge.
(b) Jestlize limsup “=+ < 1, pak Y7 | a, konverguje.
(c) Jestlize lim *2= < 1, pak Y2 | an konverguge.
(d) Jestlize lim a““ > 1, pak Y7 | ayn diverguje.

Diikaz. (a) Matematickou indukei dokdZzeme vyrok
(3) Vn e Nyn > ng: an < ¢ ™ap,.

Pro n = ng je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze nerovnost v (3) plati pro néjaké n € N,

n > ng. Potom
Qp

+1 - 1-
an < qan < qq" an, = ¢"T " ay,,
n

pfi¢emz prvni nerovnost plyne z predpokladu véty a druha z indukéniho predpokladu. Tim
je podle principu matematické indukce dokézan vyrok (3). Rada Y 7, ¢" ™ay,, konverguje.
Podle Véty 6.6(a) tedy konverguje i ) 7, ay

(b) Nalezneme ¢ € (0,1) a ng € N takova, ze

Qn41 =

an+1
Gnp

VneN, n>ng:

Tvrzeni pak plyne z (a).
(c) Tvrzeni plyne z (b).
(d) Nalezneme ng € N takoveé, ze
an+1
Qn,

VneN, n>ng:

Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

(7% Ang+1

an = Qng = Qng-

an—1 Any
Podle predpokladu plati a,, > 0, a tedy neplati lima, = 0. Podle Véty 6.1 tedy > 7, an
diverguje.
Poznamka. Jestlize lim a"“ =1, pak fada > o2, muZe konvergovat i divergovat. Napiiklad
fada Y 7, nl konverguje a “fada >0 | & diverguje, piitem? obé fady splitujf lim “2+ = 1.
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an+1

Poznamka. Piedpoklad limsup
rfada

> 1 nezarucuje divergenci fady » .7, a,. Napiiklad

1+1+1+1+1+1+
4 16 8 64 32

konverguje, ale lim sup "“ = 2.

Priklad. Rozhodnéte, pro ktera k € N konverguje fada ZZOZI EZB;

Reseni. Rada ziejmé diverguje pro k = 1. Pfedpokladejme, ze k > 2. Rada mé kladné Cleny
a pro kazdé n € N,n > 2, plat{

(4) Ontl _ (n+ DF _ )"
an (kn+1)...(kn+k) (k;+%)(k:—|—%)
Odtud plyne, 7e lim %2+ = k=% < 1. Podle Véty 6.9(c) tedy >0 | an konverguje.

Véta 6.10 (kondenzaéni kritérium). Necht {a,} je nerostouct posloupnost nezapornijch redl-
nych ¢éisel. Pak Y, | an konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Y 2 (2 agn.

Diikaz. Pro k € N ozna¢me

k k
sk:Zaj a tk:Z2ja2j.
j=1 j=0

< Oznatme A =), 2Jay;. Potom A € R. Zvolme m € N. Nalezneme k € N takové, 7e
m < 2 — 1. Potom

k—12i+1_1

Sm < Sok_ 1—2 Z an<223a21—tk 1 < A.

Jj=0 n=27

Posloupnost {s,,} je tudiz shora omezen4, takze anl a, konverguje.
= Oznafme B = ) ° | an. Potom B € R. Zvolme k € N. Nalezneme m € N takové, Ze
2k < m. Potom

k 27 k k k

_ Ign, I,

sm=art) Y, g za+) Play=artgy Yay >0 Yay =
Jj=1 j=1 =0

J=1i=2i-141
takze ¢, < 2B. TudiZ je posloupnost {t;} je shora omezen4, a tedy > ° ;2" agn konverguje. O

Véta 6.11 (o konvergenci rady Y o°
pravé tehdy, kdyz o > 1.

Necht o € R. Potom tada 7 konverguje

n= lna) n=1 na
Diikaz. Diky vyse uvedenym piikladim staéi tvrzeni dokazat pro a € (1,2). Z vlastnosti
funkci exp a log plyne, Ze {n%} je nerostouci posloupnost kladnych realnych ¢isel. Podle
kondenzac¢niho kritéria Y o, n% konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje rfada

) 1 e
SETEE SRRt
n=0 n=0

To je geometricka fada s kvocientem 2%, a tedy konverguje pravé tehdy, kdyz 217 < 1, to
jest pravé tehdy, kdyz o > 1. O
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6.3. Rady s obecnymi ¢leny. V tomto oddilu odvodime nékolik postacujicich podminek
pro konvergenci fad, jejichZz ¢leny mohou byt kladné i zaporné. Prvnim vysledkem tohoto
typu bude Leibnizova véta.

Véta 6.12 (Leibnizova). Necht {a,} je monotdnni posloupnost redlnijch cisel spliiujicilim a,, =
0. Potom Tada Yy 2 | (—=1)"ay konverguje.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze {a,} je nerostouci. Potom lima, = inf{a,;n € N} = 0, a tedy
an > 0 pro kazdé n € N. OznaCme pro m € N

m
Sm = Z(—l)"an.
n=1
Potom pro kazdé m € N plati
S2m+42 — S2m = A2m+2 — A2m+1 S 0 a S2m+1 — S2m—1 = —a2m+1 + a2m Z 07

nebot {a,} je nerostouci. Tedy posloupnost {s2;,} je nerostouci a posloupnost {so,—1} je
neklesajici. Diky vété o limité monoténni posloupnosti maji obé posloupnosti limitu. Pro
kazdé m € N plati so,, 1 = Som — a9m. Z predpokladu vime, Ze lima,, = 0, a tedy diky vété o
limité vybrané posloupnosti také lim,, o a2, = 0. Z véty o aritmetice limit tedy dostavame
lim $9,,—1 = lim(S2y, — a2m,) = lim soy,,
takZze posloupnosti {som,} a {sam+1} maji spoleénou limitu, kterou oznacime s. Odtud plyne,
7e lim s,, = s. ProtoZe pro kazdé m € N plati
51 < Som—1 = S2m — G2m < Som < S2,
je s € R, takze > o2 (—1)"a, konverguje. Jestlize je {a,} neklesajici, 1ze tvrzeni dokazat
obdobné. g

Piiklad. Dokazte, ze fada > - (_7?" je konvergentni.

n=1

Regeni. Posloupnost {%} je nerostouci a plati lim% = 0. Z Véty 6.12 tedy plyne, Ze Fada
S0 1 (=1)"L je konvergentni.

n=1

o0 s

Priklad. Vygetiete konvergenci fady > oo ; cos(mn)(3 — arctgn)'?.

Reseni. Pro kazdé n € N plati cos(mn) = (—1)". Posloupnost {(Z — arctgn)!?} je nerostouct
a plati lim(§ — arctg n)1? = 0. Z Véty 6.12 tedy plyne, ze zadana fada je konvergentni.



