MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 2024-2025
POCETNI PRIKLADY KE CVICENI

LUBOS PICK

1. VYSETROVANI KONVERGENCE CISELNYCH RAD S NEZAPORNYMI CLENY

Priklad 1.1. Zjistéte, zda konverguji (diverguji) fady:

ad on2+3n+4 = n? >, on = /2n) 1
_1 ’nli '77 77 -
n:l( ) 2n2+5 nz::l n3 41 ; n! ; n ) 5"

Piiklad 1.2. Zjistéte, zda nasledujici fady konverguji:

POREELER UL S > g
Vn ’ — V2 +1V2n 43 2n 4+ 30’

n=1 n=1

Priiklad 1.3. Vysetiete konvergenci nasledujicich rad:

=l = 3 =20 4 (—1)"n = 3
— —_— 1- 3—1).
Priklad 1.4. Vysetfete konvergenci nasledujicich tad:
irf 3" 4 °°( 1)n2n2+3n+4
— 5n’ An 5n’ — (2n2 +5)2 °

Piiklad 1.5. Urcete pro kterda z € R néasledujici fady konverguji:

0o 0 on © on 0o
3.n 2 n 2 n n n
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VYSLEDKY

Priklad 1.1: Diverguje, diverguje, konverguje, konverguje.
Priklad 1.2: Konverguje, diverguje, konverguje.

Piiklad 1.3, 1):  VSechny ¢leny uvaZované fady jsou kladné, miZeme proto zkusit pouZit
podilové kritérium:

(n+1)!

! . . 1
a, = B lim Antl _ lim 2007 Jr,l)Q = nt

m —=—
on?’ n—+oo  ay n—+o00 2”2 n—+oo 22n+1
n

=0<1.

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad 1.3, 2):

Pro kazdé n € N, n > 3 plati 2 > 2n, a proto jsou vSechny ¢leny uvazované rady jsou
kladné. MiZeme proto zkusit pouzit podilové kritérium:

3
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Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad 1.3, 3): Pro kazdé n € N plati n < 2™ < 3™, a proto ma uvaZovana fada pouze
kladné ¢leny. Zkusme pouzit podilové kritérium:

2n+1+(_1)n+1(n+1)
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Uzili jsme nasledujicich fakti:
(1) lim, o0 =0, kde a > 1, k € N;
(2) posloupnost {(—1)"} je omezenA.
Z (1) a (2) vyplyva:
: 1y : 1\t
ngr-i{loo( 1 on 0, ngr—ir-loo( 1) 3n 0,
: _ n+1n+1_ : _ n+1n+1_
ngr—i{loo( D on+1l 0, ngr-ir-loo( 1) gnt+l T 0-

Zbytek vyplyva z véty o aritmetice limit. NaSe fada tedy konverguje podle podilového
kritéria.
Piiklad 1.3, 4):  Oznacme a,, = vn3 + 1 — v/n3 — 1. Plati:

2 < 2
Vi3 +1+Vn3 -1  n¥/?

Rada :g ﬁ konverguje, a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i vySetfovana
rada.

Priklad 1.4, 1): V8echny ¢leny uvaZzované fady jsou kladné, miZzeme proto zkusit pouZit
podilové kritérium:

5 (n+1)° 5
o 1 1 1
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n’ 5 5
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a, > 0 pro kazdé n € Na a, = n € N.

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.



Priklad 1.4, 2): C‘leny uvazované fady jsou kladné a pouzijeme-li podilové kritérium,
dostaneme:

) 3n+1 +4n+1 qn _|_5n
n—rtoo 4nt1 1 5l 3n 4 4n
3n+1 4n
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= lim 4n+1 gn =-<1
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Zkoumana fada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad 1.4, 3): Zkoumana fada je absolutné konvergentni, a tedy konvergentni.
Priklad 1.5: (—1,1), R, (-=1/2,1/2), (-3,3).
Piiklad 1.6:  (—1,1), (—1,1), (-1,1).

2. VYSETROVANI ABSOLUTNI A NEABSOLUTNI KONVERGENCE CISELNYCH RAD S OBECNYMI
CLENY

Piiklad 2.1. Vysetfete absolutni a neabsolutni konvergenci fad

i(fl)"(%fl), iloin cos%r;

3 Sm(;\/%/lg), icos(nQ) (\/nﬁ—i—n—n?’)

Priklad 2.2. Vysetfete absolutni a neabsolutni konvergenci fad

e : [logn

,5inn .
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Priklad 2.3. Vysetiete charakter konvergence fad v zéavislosti na parametru:

o0 o0 o0
bln(n) (—1tvnl » Vloga
X:: e ;T ;(—1) —,  ©>0,q€R a>1

Priklad 2.4. Naleznéte soucet fad
oo
an"‘17 |z <1,
n=1

oo
ch, kde ¢, = Zwk R el <1,y < 1,
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Vysledky. e Cviceni 2.1: (i), (ii), (iii) konverguji neabsolutné, (iv) konverguje absolutné;
e Cviceni 2.2: (i) konverguje neabsolutné, (ii) diverguje, (iii) konverguje neabsolutng, (iv)
konverguje neabsolutngé;
e Cviceni 2.3: (i) diverguje pro z = 0, konverguje neabsolutné pro 0 < = < 1, konverguje
absolutné pro z > 1;
(ii) diverguje pro ¢ < 5 1 konverguje neabsolutné pro s < q < 1, konverguje absolutné
pro q > 1;
(iii) konverguje neabsolutné pro kazdé a > 1;

2
o Cviteni 2.4: (i) (ﬁ) (i) gy (i) e — 1.



3. CISELNE RADY II

Priklad 3.1. VysSetfete konvergenci fad

%S .2 co . 0 2
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1" T+=+- 4=, ,
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Piiklad 3.2. Rozhodnéte, pro kterda a € R konverguje absolutné fada

i sin(na) '

n=1

Piiklad 3.3. Dokazte, ze pro vSechna a € R a n € N plati

Zsing{:ak) < oVF

k=1

Piiklad 3.4. Dokazte nasledujici Kroneckerovo lemma: Necht Y7 | a, je konvergentni fada a
necht {b,} je rostouci posloupnost splimjici lim,, o b, = 00. Potom

2k _ — =o0(b,).
> (b) o Y=o

Priklad 3.5. Utvoite Cauchyiv sou¢in danych fad a spocitejte jeho soucet:

(l) Z W Z omp!’
n=0 n=0

() S0 Yo
n=1 n=1

Priklad 3.6. Zkoumejte konvergenci (a eventualni soucet) nasledujicich zobecnénych fad:

(i) > @y eyl <1
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Vysledky. e Piiklad 3.1: (i), (ii), (iii) konverguji, (iv) konverguje pro a > % a diverguje
pro 0 < a < 3, (v) konverguje, (vi), (vii) a (viii) konverguji pro kazdé a € R.
e Piiklad 3.2: Rada konverguje absolutné pravé tehdy, pokud a = kw, k € Z, pro ostatni
a € R konverguje neabsolutné.

o Priklad 3.5: (i) €3, (ii) —3log2, (iii) g=5aye-

Piiklad 3.7. Dokazte nasledujici Kummerovo kritérium konvergence rad. Necht Y ° | a,, je Fada

realnych ¢isel s nezapornymi ¢leny. Necht D,, je posloupnost kladnych realnych ¢isel. Ozna¢me

Qnp
n = Dn
an+1

- Dn+1-

Potom
(i) jestlize liminf p,, > 0, pak rada > | a, konverguje
(ii) jestlize limsupp, < 0 a navic fada Y ., D diverguje, pak fada > -, a, diverguje.

Piiklad 3.8. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Raabeovo kritérium konvergence
Fad. Necht >~ | a, je fada realnych &isel s nezdpornymi ¢leny. Potom

(i) jestlize liminfn

1) > 1, pak fada Y. | a, konverguje;

(ii) jestlize limsupn ( 1) < 1, pak fada 7 | a, diverguje.
Priiklad 3.9. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Gaussovo kritérium konvergence
Fad. Necht >~ | a, je Fada realnych &fsel s nezapornymi ¢leny. Necht existuje omezena posloup-
nost realnych &isel b, a konstanta k& € R tak, ze plati

an k b,

=1+-—4+—=.
Gnt1 n o n

Potom
(i) jestlize k > 1, pak fada Y - | a, konverguje;
(ii) jestlize k < 1, pak fada .~ a, diverguje.

4. PRIMITIVNI FUNKCE

Priiklad 4.1. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/(x +5)3 da, /sin(?x +7) dz,

dz;

T
/\/2—533’ /\/2 322’ /1+
/tgzxdx, /\/1—sin(2x) dz, / varctg:z: T

/de /de /7
Vi—g2 1424777 1+ cosz

Piiklad 4.2. Pomoci jednoduchych substituci spoctéte néasledujici primitivni funkce:
/ in(1 ) dx / dx dx
sin(log x) —, —_— e
&%) % (z+ 1)z eVT? —1
sinz d / 2z +1 / xz+1 d
———dx, —dx, —duz;
V/cos 2 2+ +1 2 2249

[ o=



Piiklad 4.3. Pomoci trigonometrickych vzorci uréete nasledujici primitivni funkce:

/ sin® z d, / sin® z dz, /sin4 xdr;

dx sin x cos x dx
-2 2 Y -4 4 dl‘, . 3 7
sin“ x cos? x sin® x + cos* x sin x cos? x

/ dzx / dx / dxr
costzx sin® x cos® sin? z cos x

/ dx / sin J / dx
. ar " ’
Vsin3 z cos® x 1+4sinz 2sinxz —cosxz + 5

Priiklad 4.4. Pomoci metody integrovani per partes spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ e’ sinx dx, / arcsin z dx, / log x dx;

arcsin x dz
/ x2 dx, /m, /arctg(ﬂ) dl’

Priklad 4.5. Pomoci metody integrovani per partes odvodte formule pro nasledujici primitivni
funkce:

/ e sinbx dx, / arcsin z de, / sin(log z) dx.

Piiklad 4.6. Pomoci vhodné substituce spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ log? d / x> d cosx
x’ x’ 7
x 8 — 2 \/2 + cos(2z)

22 22 +1 log (z + V1 + 2?)
dx, — dx, dx.
1+ 14 24 1+ 22
Piiklad 4.7. Procvicte si lepeni primitivnich funkei na nasledujicich piikladech:
/ || dz, /e‘lwl dx, /max{x, 22} dx;

d
/7?2; /|2x+1|dx; /(\1+x|f\lfx|) dx.
1+sin“z

Piiklad 4.8. Pomoci rozkladu na parcialni zlomky spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ 341 / T / xt
—————du, ——duz, _
3 — ba? + 6z 22—z —2 x4+ 5224+ 4

T dx T
/:17371dx’ /1+3§67 /x3—3x+2dx'

Priiklad 4.9. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

e’ dx
——dx, Va2 — 2z dx, /7;
/m / 1+vVr+3

/ l—xldw / dx / x? e
Vitaoz ™" 1+vVz+Vo+1’ Vito+a2

Priklad 4.10. Pomoci Eulerovych substituci spoctéte nasledujici primitivni funkce:

dx dx )
/ z+ Va2 tr+1 / 14+V1 -2z — 2%
x— V2% +3z+2 z?
r— a2+ 342 /2\/1—3:2'
Pfiklad 4.11. Na intervalu (—m, 7) naleznéte primitivni funkci

. . 2
/ (sinz)|sinz| + (cos z) i

(sinz)? + 2(cos x)?




Priklad 4.12. Spoctéte primitivni funkei na intervalu (0, 7) k funkci

f(ﬂf): L p)

6 cos? x 4+ 4sinx cosz + sin® x

Priiklad 4.13. Spoctéte primitivni funkci na maximalnim mozném intervalu k funkci

1
Jy) = 3cos?y +sin(2y) + 1°

Piiklad 4.14. Spoctéte primitivni funkci na maximalnich intervalech, na kterych existuje, k

funkci .\ ,
T 2 xr
/ 2T
e’ —1
Vysledky. e Piiklad 4.11: Ozna¢me

(sinx)|sinz| + (cos z)?
I := - d
(sinz)? + 2(cos x)?

Pouzijeme substituci t = tgz, a to na intervalech x € (=5, %),z € (-7, —%) ax € (§,7),
pak po fadé vychazi t € (—oo o0), te(0,00)a te (—0,0). Tedy
I = f (2+ 1+t2) dt, T € (_77'7_%)7 T e (—§70)7
f2+t2 re(0,%), ze(§,m).

Rozlozime prvni funkci na parcialni zlomky a druhou spoc¢itadme rovnou. U prvni funkce
dostaneme rozklad

1—t? _At+B  Ct+D
2+2)(1+12)  1+¢2 24127
uhodneme A = C = 0 a dopoé¢itame B = 2, D = —3. Celkem dostaneme

2x—%arctg gtgaﬁ + C1, z€(—m—3%),

2
2x — %arctg %tgw + C, r € (—%5,0),
I = /3 3
YZarctg (Ztgz) + Cs, r € (0,3),
garctg gtgx + Cy, xr e (g,m).

Nyni spoéitame jednu primitivni funkci na celém intervalu (—m, ), feknémé Fy. Nejprve
zvolime konstantu Cy = 0 Konstanty C, C3 a Cy spocitame z jednostrannych limit funkce
Fy v bodech +7 a 0. Dostavame

3v2r ™2
2 2
V bodech +7% a 0 dodefinujeme funkci Fy tak, aby byla spojita. Celkem tedy méme

C =

2r — 3‘f arctg(ftgx> 3?”, e (—m,—5%),
3\/571’ _ s

. T
21 — ‘[arctg(\[tgx> r € (—3,0),

Fo(xz) =40, z=0

garctg (% tgx) , z € (0,3),
Vor r=72

4 -2
garctg (gtgfo—i—%ﬁ, z € (5,m).

Vsechny primitivni funkce na intervalu (—m, ) jsou tedy tvaru

F(z)=Fy(z)+C, CER.



e Priklad 4.12: V8echny primitivni funkce jsou tvaru Fy(x) + C, = € (0,7), kde (napiiklad)

1
Fy(xr) = ———= arct (\/5 3 cot m—i—l)
o(z) 75 drete (3 cotg )
nebo
\1[ arctg 7(tgm+2) ) € (0,%);
Fy(z) = %arctg %(tgm+2) + %, € (0,%):
NG =3
e Piiklad 4.13: V8echny primitivni funkece jsou tvaru Fy(y) + C, y € (—00, 00), kde (napii-
klad)
B %a tgy“+’;§), y€ (% +km, I +kr);
Fo(y) =4 | -
e Priklad 4.14:
1 1 2 1
log |e*—1|—= log (e** + €% + 1)4+—= arct ( (e$+ )) , z € (—00,0) nebo =z € (0,00).
gle” 1] log et (= (4 5 (~00,0) (0,0)

5. URCITY INTEGRAL
Priklad 5.1. Spoctéte Newtonuv integral

/0 T 4 43T — 2T _ et
Coo (€27 +1)(2e%® 4 3e” + 1)

Priiklad 5.2. Spoctéte Newtonuv integral

/1 dx
eyl

Priiklad 5.3. Spoctéte Newtonuv integral

1
dx
/o 1+vVa2+z+1

Priiklad 5.4. Spoctéte Newtonuv integral

/2 \/g y
Prlklad 5.5. SpOClele NeW(Oan lnlegrél

/2 in 2t
S1n dt

0 \/sin2t+3sint—|—1
Priklad 5.6. Spoctéte Newtonuv integral

s

/7 tgx + 2 d
= (cos(2z) + sin z)(tgz + 1)(tg? z + 2tgx + 3)

Priklad 5.7. Spoctéte Newtonuv integral
o 2y2 — 5y + 8y — 1
e =29t
Vysledky. e Priklad 5.1: Oznacme

/O 641 + 463x _ €2z — 2¢%
I:=
oo (€2F +1)(2e2% + 3e* + 1)

dy




Pouzijeme substituci y = €%, pak y € (0,1). ProtoZe dy = e* dz, mame
_/1 vy -y -2
"o D3y
Rozlozime integrand na parcialni zlomky:
Y +4y?—y—2  Ay+B C D
(2+1)(2y2+3y+1)  y2+1  2y+1 * y+1

y = —1 dostaneme ihned C' = D = —
0 a konecné dosazenim napiiklad y = 1

Pouzitim cover-up rule, tj. dosazenim y = —%
pak dosazenim napiiklad y = 0 vypocitame B
dostaneme A = 2. Celkem

1
2 1 1
I=/ . - dy
o \w2+1 2y+1 gy+1

a

1 vt
= [log(y2 +1) — 3 log(2y + 1) — log(y + 1)}
y=0
1
=-3 log 3.
e Priklad 5.2:
1 V2—-1| 1 ( 1 1 )
,log _ = —
5% Vet Ta\Vao1 T (VEoupe

e Priklad 5.4:
2( T 9] 2 )
L T SO
s\nvz ™ T
5 1
V5 — 2 + 3log(5 — 2V/5) + ( 1>

e Piiklad 5.5:
5—2v5

110g§+ T arctgﬂ

4772 2v2 V2

e Piiklad 5.7: co (integral existuje, ale nekonverguje)

e Priklad 5.6:

6. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

Piiklad 6.1. Vysetfete, pro které hodnoty pfislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-
novy integraly:

oo 1 1 00
—duz; / 2?71 — 2)7 1 da; / zPe™ V7 dux;
/ Vv log(1l+ e®) 0 ( ) 0

/2 o D

sin 22 x
tgx)® dx; dx;
\/31+x3 0 (tg2)" da; /0 Ta ™

/000 1o cosar _ng @ dz; /01 x** dx;
/OO x° o /1 | log z|?
o Vitz T Jo Vi-z
Priklad 6.2. Vysetfete, pro které hodnoty piislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-

novy integraly:
/OO( 2 arctg 2)° d /1 arccos T d
T — 2arctgx x, ———dzx
0 o log(1/x)

Piiklad 6.3. V zavislosti na parametrech «, 5 € R vySetfete konvergenci integralu

e 1
/0 v




Piiklad 6.4. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci integralu

2
/ log(cos z) tg* = du.
0

Priiklad 6.5. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu
 cosx
0o VT

Priklad 6.6. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

/Oo sin(2x + 1)
o log(log(10 + x))

Priklad 6.7. Vysettfete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

o
/ z cos(z?) de.
0
Priiklad 6.8. V zavislosti na parametru a € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu
 sin3
/ dx.
o ¢

Priklad 6.9. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu

dx.

2

o x
/ (cosz —e™ 7 )z® dx.
0

Vysledky.
e Priklad 6.1:
konverguje; p,q>0; p> —1;
konverguje; a € (—1,1); 0<p+1<yg;
aceR 1<p<3; aeR;
a€(-1,-1); p>—1.
Priklad 6.2: « > 1; g < %
Priklad 6.3: Integral konverguje prave tehdy, kdyz plati bud o < 1 < 8 nebo <1 < a.
Priklad 6.4: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz plati bud —3 < a < 1.
Priklad 6.5: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 6.6: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 6.7: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 6.8: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz a € (0, 4). Integral absolutné konverguje
pravé tehdy, kdyz « € (1,4).
e Priklad 6.9: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz o € (—5,0). Integral absolutné konver-
guje pravé tehdy, kdyz a € (—5,—1).

7. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
Piiklad 7.1. Spoc¢téte obsah plochy vymezené kiivkami

x? 1

Y=g VT iia
Priklad 7.2. Spoctéte obsah plochy vymezené kiivkami
v*=2r+1 a xz—-y—1=0.
Priiklad 7.3. Spoctéte obsah plochy vymezené grafem paraboly
y=—a?4+4x -3

a jejimi tefnami vedenymi z bodu [0, —3] a [3,0].



Piiklad 7.4. Spoctéte obsah plochy vymezené parabolami

y=x* a y=+2.
Piiklad 7.5. Spoctéte délku kiivky

y= acosh%7 x €10,0], a,b> 0.
Priiklad 7.6. Spoctéte délku paraboly
y? = 2px
mezi pocatkem a nékterym jeji bodem.
Priiklad 7.7. Spoc¢téte délku kiivky
y=logz, ze[V3,V8].

Priklad 7.8. Spoctéte délku kiivky

1

3)

y=log(l—2?%), =z€l0,
Priklad 7.9. Spoctéte délku grafu funkce

f(z) = x? pro z€ [0,4] .
Piiklad 7.10. Spoététe objem jednotkové koule v R3.
Piiklad 7.11. Spoététe obsah jednotkové sféry v R3.
Priiklad 7.12. Urcete délku kfivky, zadané rovnici

2 4’
Priiklad 7.13. Urcete objem a povrch plasté télesa, vzniklého rotaci mnoziny
{[sc,y] eR? 2%+ (y—b)* < a2} , (0<a<),

x € [2,4].

okolo osy .

Priklad 7.14. Urcete délku kiivky, zadané rovnici

1 us
y og(cosx>, z € [0, 7]
Priiklad 7.15. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
e’ —1
=1 2,4].
Y Og<ez+1>v z € [2,4]

Piiklad 7.16. Spoctéte objem a povrch plasté rota¢niho télesa, které vznikne rotaci funkce y = e”
kolem osy z, kde = € (—c0,0).

Priklad 7.17. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
28 448 = od.
Priklad 7.18. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
y = coshz, x € [0, al
Piiklad 7.19. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci oblasti
M := {[z,y] € R% 22+ +8< 6y}
kolem osy .

Priiklad 7.20. Spoctéte objem toru, vzniklého rotaci kruhu o poloméru a > 0 a stfedu v bodé
b > a kolem osy y.

Piiklad 7.21. Spoctéte povrch plasté parabolické misy, vzniklé rotaci parabolického oblouku
y=22,0<2z <1, kolem osy y.



Priklad 7.22. Spoététe povrch plasté ragbyového mice, vzniklého rotaci elipsy 22 +4y% = 4 kolem
oSy Y.

Priklad 7.23. VySetfete konvergenci nasledujicich ¢iselnych fad pomoci integralniho kritéria:

oo

Z 1

2 )
—ynlog”n

=1
;nlogﬂ

s} 1+7’L 2
Z(un) ’

n=2

n+1

oo
> oy
—vn Tn-1

Priklad 7.24. Teézisté rovinné oblasti dané nerovnostmi a < x < b, 0 < y < f(z) je bod [T, 7],
kde
b

J2(f(x))? da
f: f(x)dx ’

Zf: f(z)dz .

T = y:

N2

—a<z<a, 0<y<+Va?-az%
1

0<z<1 0<y < —;

=ten UEVEAT e

x2+y2:r2, x>0, y>0.

Piiklad 7.25. Necht f je spojita na [0, 1]. Spoctéte
1
lim fa™),dx.

n—roo 0

Vysledky.

Priklad 7.1: 2arctg 1 — 5
Piiklad 7.2:
Piiklad 7.3:
Piiklad 7.4:
Piiklad 7.5: asinh 2

Pitklad 7.6: /42 + p® + & log LYV
Priklad 7.7: 14 % log 3

Priklad 7.8: log3 — 1

Priklad 7.9: £(10% — 1)

Priklad 7.10: 4%

Priklad 7.11: 47
Priklad 7.12: Ozna¢me L hledanou délku kiivky. Podle pfislusného vzorce je

L:/4\/1+f’(x)2dx,
2

e o o o o
WO, =
|5

kde
22 logzx
takze )
f@=a-4

4z’



tj.

Dosadime do vzorce:

— J’j + 11 =
B P e
log 2
=6+ ——.
Ty
Priklad 7.13: V = 272a2b, S = 47w2ab
4 —4
Priklad 7.15: §log S=S=—3
Priklad 7.16: J
Priklad 7.17: 6a -

Priklad 7.18: ==

Piiklad 7.19: 672

Priklad 7.20: V = 2m2a?b, S = 4m2ab
Priklad 7.21:  Z(5v/5 — 1)

Piiklad 7.22: 87 (1 4 M)

2v/3
e Piiklad 7.23: konverguje, diverguje, konverguje, konverguje
v . 4 V2-1 P 2r 2r
o Pitklad 724 [0,42], [ VIl _x [ [ 2]

Piiklad 7.25:  £(0).

8. METRICKE PROSTORY
Priklad 8.1. Ovéite, zda nasledujici funkce definuji metriku na R:
olz,y) = |2° =’ olzy) =l =y olzy) = (@ —y)*

Priklad 8.2. Necht g1 a g2 jsou dvé metriky na mnoziné P. Ovéfte, zda nasledujici funkce definuji
metriku na P:

0 =01+ 02; 0 = max{o1; 02}; 0 = min{o;; 02}; 0 = max{p;1}; 0 = min{p;2}.

Piiklad 8.3. Co je potieba pfedpokladat o funkci ¢, aby funkce o(x,y) := |o(z) —p(y)| definovala
metriku na R?

Priklad 8.4. Najdéte okoli bodu [1,1] v prostoru R? v ruské metrice o polomérech 1 a 2 a v
diskrétni metrice o polomérech % a 2.

Piiklad 8.5. Rozhodnéte, zda v obecném metrickém prostoru plati AN B = AN B.

Piiklad 8.6. V metrickém prostoru R? s eukleidovskou metrikou najdéte uzavéry graft funkei

sin
f<x>:={ o 70 Dy R,

kde symboly D a R znac¢ime Dirichletovu a Riemannovu funkci.



Priklad 8.7. Rozhodnéte, zda v metrikich ¢!, /P a £>° konverguji nasledujici posloupnosti:
{1,2,3,...,n,0,0,...,0,...};
{1,1,1,...,1,0,0,...,0,...} (n krat);
11 1
{,7...,,...70,...} (n krat);
n’'n n
1 1 1
— =y, —,0,... krat).
{ﬁ’ﬁ’ "V } (n krét)
Piiklad 8.8. Rozhodnéte, zda existuje metricky prostor P a dvé jeho neprazdné podmnoziny

A, B tak, aby platilo AN B = () a zaroven dist(A, B) = 0. Lze takové mnoZiny nalézt uzaviené?
Lze takové mnoziny nalézt takové, ze A je uzaviena a B je kompaktni?

Piiklad 8.9. Definujme na mnoziné R x R funkci
jestlize |z —y| € R\ Q;

jestlize |z —y| € Q\ {0};
0 jestlize x = y.

Noj= =

o(z,y) =

Ovérte, zda o je metrika, a pokud ano, charakterizujte v8echny oteviené a vSechny kompaktni
mnoZziny v této metrice.

Piiklad 8.10. Definujme na mnoziné R x R funkci
|z —y
Ltz -yl

Ovéfte, zda o je metrika, a pokud ano, spo¢téte diam(F;,), kde F), := [n,00), n € N, v této metrice.
Jsou mnoziny F,, omezené, uzaviené, kompaktni?

Q(xay) =

Priklad 8.11. Definujme na mnoziné R x R funkeci

ﬁ jestlize x #£ 0, y = 0;
%I jestlize y #£ 0, = = 0;
ﬁJri jestlize x £ 0, y # 0,z # y;

lyl
0 jestlize x = y.

o(z,y) =

Ovéite, zda p je metrika, a pokud ano, charakterizujte vSechny kompaktni mnoziny v této metrice.
Je prostor (R, g) kompaktni?

Piiklad 8.12. Necht P je kompaktni metricky prostor. Dokazte, Ze existuji y, z € P takova, Ze
o(y, z) = diam P.

Priklad 8.13. Dokazte, ze existuje metricky prostor P a v ném neprazdnéd uzaviend mnozina F
a neprazdna kompaktni mnozina K takové, Ze jejich vzdalenost neni realisovana, tedy neexistuji
body a € K, b € F spliwjici o(a,b) = dist(K, F). Lze alohu vyfesit v R"?

Piiklad 8.14. Dokazte, Ze posloupnost { f,, }, kde f,(z) = 2™, z € [0, 1], nema limitu v (C([0, 1]), @sup)-

Priklad 8.15. Naleznéte posloupnost { f,, }, kterda bodové konverguje ke spojité funkei, ale nekon-
verguje k této funkei v (C([0,1]), gsup)-

Piiklad 8.16. Necht {z,} je posloupnost prvka metrického prostoru P spliwujici z, — z pro
néjaké x € P. Rozhodnéte, zda je mnozina {x,;z € N} U {z} kompaktni.

Priklad 8.17. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte omezenou spojitou funkci
f: P — R, ktera neni stejnomérné spojité.

Priklad 8.18. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte neomezenou spojitou funkci
f:P—R.

Piiklad 8.19. Rozhodnéte, zda je mnozina {z = {z,,};|z,| < 1, n € N} kompaktni v £2.

— n?



Pfiklad 8.20. Rozhodnéte, zda je mnoZina vSech neklesajicich spojitych funkei f na [0, 1] spliu-
jicich || f|| < 1 kompaktni v (C([0, 1]), gsup)-

Piiklad 8.21. Rozhodnéte, zda je mnozina v8ech 1-lipschitzovskych funkei f na [0, 1] spliiujicich
171l <1 kompaktni v (C([0,1]), gsup)-

Piiklad 8.22. Rozhodnéte, zda souc¢in dvou kompaktnich prostori je kompaktni prostor.

Priklad 8.23. Definujme funkci F': /> — R pfedpisem F'(z) = limsupz,,. Je F' spojita na £,
na ¢, nebo na co?

Piiklad 8.24. Necht {z,} je posloupnost prvkii metrického prostoru splimjici
Ve >03ng e NVneN,n > ng: o(xn, Tni1) < €.
Plyne odtud, Ze {z,} je cauchyovska?

Piiklad 8.25. Definujme na R x R metriky o1(z,y) = | — y| a g02(x,y) = |arctgz — arctgyl.
Naleznéte posloupnost, ktera je cauchyovska vzhledem k pravé jedné z téchto dvou metrik.

Piiklad 8.26. Definujme na R x R metriky o1(z,y) = | — y| a g2(x,y) = |arctgz — arctgy|.
Rozhodnéte, zda néktery z prostort (R, 01) a (R, g2) ma vice otevienych mnozin.

Ptiklad 8.27. Definujme na R x R metriku g2(z,y) = |arctgz — arctgy|. Rozhodnéte, zda je
prostor (R, g2) tplny.

Priklad 8.28. Necht P je neprazdny kompaktni metricky prostor a f: P — P spliiuje podminku

Va,y € P, x #y: o(f(2), f(y)) < o(z,y).
Dokazte, Ze potom mé f na P pevny bod.

Piiklad 8.29. UvaZzujme prostor spojitych funkei na intervalu [a,b] s nasledujici metrikou

b
ot (frg) = / (@) — g(a)) da.

Ukazte, Ze tento metricky prostor je prvni kategorie a neni dplny a Ze jeho jednotkové koule je
Fidka.

Piiklad 8.30. Naleznéte metricky prostor (P, p) a posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin
{F,}22, takovou, ze F, 41 C F, prokazdé n € Na (o, F,, = 0.

Priklad 8.31. Necht a,b € R, a < b. UkaZte, Ze mnoZina
{f €C([a,b]): Iz € (a,b): f'(x) € R}
je 1. kategorie v prostoru C([a, D]).
Priiklad 8.32. Ukazte, ze prostor /5 je separabilni a jeho jednotkova koule neni totalné omezené.

Priklad 8.33. Ukazte, Ze metricky prostor (P, o) je totalné omezeny prave tehdy, kdyz z kazdé
posloupnosti prvki P lze vybrat cauchyovskou podposloupnost.

Priklad 8.34. Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvisla mnozina?

Priiklad 8.35. Je prunik dvou souvislych mnozin souvisla mnozina?

Piiklad 8.36. Je vzor souvislé mnoziny pii spojitém zobrazeni souvisla mnozina?
Piiklad 8.37. Je mnozina {z € C: |z| = 1} souvisla?

Priklad 8.38. Necht P je souvisly metricky prostor, ktery obsahuje vice nez jeden bod. DokaZte,
Ze P je nespocetny.

Piiklad 8.39. Ukazte, ze kazdy normovany linearni prostor je souvisly.



Priklad 8.40. Necht P =R a

‘ L

je-lix #0,y =0;

je-li x =0,y # 0;

je-li x =y

jelix #0,y #0,z # y.

==

o(z,y) =

Sy

8

5]~
_|_
< (=

Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je uplny;

(iii) (P, ) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoZiny prostoru
(P, 0).

Piiklad 8.41. Necht P =N a g(m,n) = % - %’ Uréete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je tplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru
(P, 0). Jsou jednobodové mnoZziny oteviené?

Priklad 8.42. Necht P =N a g(m,n) = ‘% — %| Definujeme zobrazeni
T:n—n+1

Zobrazeni T ziejmé nema pevny bod. Lze odtud usoudit, Ze T" neni kontrakce na P? Jestlize ne,
dokazte to néjak jinak.

Priklad 8.43. Necht P =N\ {1} a g(m,n) = | L — 1|. Definujeme zobrazeni

“lm n
T:n—n?
Zobrazeni T zfejmé nema pevny bod. Dokazte, ze pfesto je T kontrakce na P. Jak je to mozné?

Piiklad 8.44. V prostoru C([0,1]) se supremovou metrikou definujeme pro dvé dané funkce
g,h € C([0,1]) dsecku:

f:00,1] = C([0,1]),  f(a) =g +a(h—g).

Dokazte, 7e: (a) usecka je kiivka,
(b) f je stejnomérné spojita na [0, 1];
(¢) C(]0,1]) je kiivkove souvisly prostor.
Vsimnéte se, Ze staci dokazat jen jedno z tvrzeni (i)—(iii). Které?

Priklad 8.45. Zkoumejte, jaké vlastnosti musime vyzadovat od metrického prostoru, aby v ném
bylo moZno né&jakym rozumnym zptsobem zadefinovat tisecku a aby platila analogie tvrzeni z pred-
chézejiciho ptikladu. Pro jakou t¥idu metrickych prostori takto automaticky zajistime kfivkovou
souvislost?

Priiklad 8.46. Ukazte na piikladu, Ze uzavér kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kiivkové
souvisld mnozina.

Navod: Graf funkce f(z) =sin (1), z € (0,1).
Priklad 8.47. Ukazte piiklad mnozin A, B takovych, ze A C B C A, A je kiivkové souvisla
mnozina, B neni kiivkové souvisl4 mnoZina.

Navod: V R? vezméte viechny tsecky délky 1 vychazejici z po¢atku a majici smérnice %, n € N.
To je mnozina A. Mnozinu B vytvoite tak, Ze k A pridate jesté tsetku {[z,y] € R?; z € [3,1],y =
0}. Je A kifivkové souvisla? Co je A? Plati A C B € A? Je B kiivkové souvisla?



9. FUNKCE VICE PROMENNYCH
9.1. Zakladni pojmy.

Priklad 9.1. Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:

Sy =3(1-2-4), o0<e<20<y<d-2m

(
f(@y) = V9 —a? -y
f(@,y) = Va? +y%
fla,y) =2 + 9%
Priklad 9.2. Nacrtnéte graf funkce (jedné proménné)
F(t) = f(cost,sint),

)1 (=)
fa,y) = {O (y < z).

kde

Priklad 9.3. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obory nasledujicich funkef:

flay) = +Vy—1 floy) =V1—a2—y? f(l’ay):\/ﬁQ

o) =arecos ()5 o) =log 2~ Jap) = VEmaT

Y

Priklad 9.4. Urcete a nacrtnéte vrstevnice nasledujicich funkci:
flay)=z+y; flay) =a®+y% floy) =" —y*

fan) =@ +ofs fen =2 flow) = g

fy) = oy, f(r,y) =e?7; f(x,y) =2 (x> 0).

Piiklad 9.5. Spoctéte f(1, %), jestlize f(x,y) = sz?jQ

Priklad 9.6. Urcete f(t), jestlize f (£) = # (x > 0).

Priklad 9.7. Necht z = \/y + f(\/x — 1) a z = x pro y = 1. Urcete funkce f a 2.
Priklad 9.8. Necht z =2+ y + f(z —y) a 2 = 2% pro y = 0. Urcete funkce f a 2.
Priklad 9.9. Urcete f(z,y), jestlize f(z +y, ) = % — 2.

Vysledky. Priklad 9.1: trojuhelnik, sféra, kuzel, paraboloid.

Priklad 9.2:
Fit) {1 (37 + 2k, T + 2kn];

0 (% +2km, 2" +2km).

Piiklad 9.3:  (—o0,00) x [1,00); kruh {x2 +12 < 1}; doplnék téhoz kruhu v R?; plocha ohra-
niend dvéma tupymi thly vymezenymi pfimkami y = 0 a y = 2z bez pocatku; polorovina
{z + y < 0}; sjednoceni mezikruzi {2km < 2% + y? < (2k + 1)7}.

Priklad 9.4: rovnobézné piimky, soustiedné kruznice, hyperboly se spole¢nou asymptotou y =
+x, rovnobézné primky, svazek paprski vychézejicich z po¢atku bez pocateéniho bodu; soustfedné
podobné elipsy, hyperboly lezici v kvadrantech I a III s asymptotami blizicimi se k soufadnym
osam; ki¥ivky y =

logz*



Piiklad 9.5:  f(1,%) = f(z,y).

Priklad 9.6:  f(t) = V1 + £2.

Piiklad 9.7 f(t) =2t + {2, z(z,y) =z — 1 + /y.
Piiklad 9.8:  f(t) =2 — 12, z(z,y) =2y + (x — y)°.
Priklad 9.9:  f(z,y) = 2214,

9.2. Limita a spojitost.

Poznamka. V této kapitole budeme vySetfovat limity funkci vice proménnych. Tyto limity cha-
peme ve smyslu definice limity pro zobrazeni mezi metrickymi prostory. Vyjimku tvofi limity v
bodech, které maji jednu nebo vice slozek nevlastnich (tj. v bodech typu [a, 00|, [0, ], [00, 0] a
podobng). Tyto limity chapeme ve smyslu néasledujici definice: fekneme, Ze limp, ) [o0,00] (7, y) =
A € R, jestlize

Ve>03K e RVa,y > K: |f(z,y) — 4| <e.

Obdobné definujeme limity v bodech s vice nevlastnimi slozkami a také nevlastni limity (tj. pfipady
A = +00).

Priklad 9.10. Necht

_r—y

Dokaizte, ze

lim (lim f(a:,y)) =1, lim (lim f(a:,y)) = -1,

z—0 \y—0 y—0 \z—0
a tedy
lim z,
[r,y]ﬂ[O-,O]f( v)
neexistuje.
Priklad 9.11. Necht
22y?

e = Er e

Dokaizte, ze sice

lim (?}136 f(x,y)) = lim (lim f(a:,y)) =0,

z—0 y—0 \z—0
ale presto

lim z,
[z,y]—10,0] f@:9)

neexistuje.

Priklad 9.12. Necht
(z+y)sin (L sin(l)7 x#0, y#0;
flz,y) = ()sin(y
0, x =0 nebo y = 0.
Dokazte, ze sice ani jedna z limit
lim (}lg% f(fff,y)) Jim Q% (:E,y))

neexistuje, ale pfesto

lim  f(z,y)

[z,y]—[0,0]

existuje. Cemu se tato limita rovna?



Piiklad 9.13. Spoctéte

lim <1im (m,y)) a lim (Hm f(:c,y)),

z—a \y—b y—b \z—a
kde , ,
flew) =gty a=b=co
fle) = Ty a=oe, b= 04
f(x,y)sin(QxWiy>, a=>b=oc;

1 Ty
f(xay)_xytg<1+$y>7 CL—O,b—OO,

flx,y)=log, (z+y), a=1,b=0.
Priklad 9.14. Spoctéte nasledujici limity (a € R):

. Tty
lim ="
[ey]=lo0c0]  @? —zy + Y7
m = sm(xy);
[z,y]—[0,a] x
lim = (22492 '”292;
[2,9]—[0,0] ( v)
22
1\ 7+
lim = (1 + ) ;
[z,y]—[o0,a] T

lim log (x + €Y)
i ="
[yl =100 /22 + 92

Priklad 9.15. Dokazte, Ze funkce

2223,/2 2 2 0 ;
Flay) = {g Z Z :Zio;

je spojita jako funkce proménné x i proménné y, ale neni spojita jako funkce dvou proménnych.
Priklad 9.16. Dokazte, Ze funkce
2
fog @020
’ 0 (2% +y* = 0),

je spojita v bodeg [0, 0] po v8ech pifmkach x = tcosa, y =tsina, t € (0,00), a € [0, 27], ale presto
nen{ v bodeé [0, 0] spojita.

Priklad 9.17. Zjistéte, zda je funkce

f(x,y) = arcsin (m)
Y
spojitd na svém definiénim oboru.
Priklad 9.18. Zjistéte, zda lze funkci

22 +y? — a2

flz,y) = 21

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla spojitd na R2.



Piiklad 9.19. Zjistéte, zda lze funkci

3 3

dodefinovat na piimce y = z tak, aby byla spojita na R2.
Piiklad 9.20. Zjistéte, zda lze funkci

_ sin(z) sin®(y)
flay) = m

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla v tomto bodé& spojita.

Priklad 9.21. Najdéte podminky na konstanty a,b, c € R, aby existovala limita (a € R)

lim =
[zyl—=[0,0]  ax? + by + cy?

Vysledky. Priklad 9.12: 0
Priklad 9.13: 0,1; 1,1; 0,1; 0,1; 1,00.
Priklad 9.14: 0; a; 1; e; log2.
Priklad 9.17: ano
Piiklad 9.18: ano, f(0,0) = 1.
Piiklad 9.19:  ano, f(x,z) = 322.

9.3. Derivace a totalni diferencial.

Pfiklad 9.22. Dokazte, Ze pro funkci dvou proménnych f(x,y) a pro libovolné pevné a € R plati

0 d
Y (r0) = L fa,a)

Priiklad 9.23. Spoctéte

%(x, 1), Jestlize f(x,y) =z + (y—1)arcsin (\/j) '

Priklad 9.24. Spoctéte

of af . .
%(030)7 @(070)3 JCbchC f(xvy) - \/@

Ma funkece f(z,y) v bodé [0, 0] totalni diferencial?
Priklad 9.25. Ma funkce

flzy) = Vad +9°

v bodé [0, 0] totalni diferencial?

Priklad 9.26. M4 funkce

oy T ] £ 10,0
f(z,y) {0 (] =

v bodé [0, 0] totalni diferencial?



Priiklad 9.27. Spoctéte
of of o*f 0*f O°f

oz’ 9y’ 0x2’ dzdy’ Oy?

pro funkce
x x
fla,y) = 2" +y' —da?y?; fay)=ay+25 flay) =g
cos x? y
fley) === flwy)=d fle,y) =log(z+y7);  flz,y) = arctg ~;
z
flz,y,2) = (;) D Sy =B f(ay,2) = a0
Priklad 9.28. Necht L.
a?—y 2,2 20
flag) = { VBT S RO
Dokazte, ze
0 f 9% f
0,0 0,0).
33333/( 0) # 8y3x( 0)

Priklad 9.29. Necht ,
_sxY 2 2 0:
flz,y) = AL 372+y27é ’
0, zc+y-=0.
Dokazte, ze neexistuje
0% f
——(0,0).
Priklad 9.30. Spoctéte prvni a druhy diferencial nasledujicich funcki:

flay) =™y fley)= s flay) =loa(va? Ty

z
Priiklad 9.31. Odhadnéte chybu nésledujicich veli¢in v zavislosti na chybé jednotlivych prom-
nénnych:

flz,y)=e", flz,y) =zy+yz+zz, flz,y) =

14+z)™1+2)", log(l+z)log(l+y), arctg (f:xz’;) :

Piiklad 9.32. Objem valce s podstavou o poloméru 7 a vysce h je dan vzorcem V = wr2h. Je-li
vyska v = 5 cm zméfena s presnosti na 0.005 cm a polomér podstavy r = 3 cm je zméfen s
presnost{ na 0.01 cm, urcete, s jakou nejvétsi moznou chybou je uréen objem vélce V.

Priklad 9.33. Plocha trojuhelnika ABC' je dana vzorcem

_ besina

2
Vime-li, ze veli¢iny b, ¢, « byly namé&feny s presnosti na 1% a thel « byl zméfen na /4, dokazte,
ze vysledna plocha je uréena s maximalni chybou mensi nez 2.8%.

Vysledky. Piiklad 9.23: 1.
Priklad 9.24: 0, 0, ne.
Priklad 9.25:  ne.
Priklad 9.26:  ano.
Priklad 9.31: 14+ mz +ny, zy, v + y.
Priklad 9.32: 0, 3457.



9.4. Retizkové pravidlo.
Piiklad 9.34. Spoctéte

or = or
or 00’
kde
T(z,y) =a° —ay +y°
a

x=rcosf, y=rsind.

Piiklad 9.35. Spoctéte

an
dt’
kde
H(t) =sin3z —y
a

2 £
r = 2t° — 3, y:575t+1.

Priiklad 9.36. Polomér podstavy r rotacniho kuzele roste o 2 cm za sekundu a vyska h roste o
3 cm za sekundu. Spoc¢téte miru rastu objemu V' v okamziku, kdy r =5 cm a h = 15 cm.

Piiklad 9.37. Lokalni atmosféricka teplota 1" zavisi na prostorovych soufadnicich z,y, z daného
bodu a na ¢ase t podle vzorce

ry
1+ z(
Teplomér je pripevnén k meteorologickému balénu, ktery se pohybuje atmosférou po kiivce dané
parametrickymi rovnicemi

T(x,y,z2,t) = 1+1).

r=t y=2t z=t—t°.
Urcete miru zmény teploty v case t = 1.

Vysledky. Priklad 9.34:

or
o= 3r2 (cos3 0 + sin® 9) — 2rcosfsinf,
r
8T 2/ . : 2 2 2
0 = 3r? (sin@ — cos 0) cos Osin 6 + r? (sin® § — cos” 6) .
Piiklad 9.35:
dH
?ﬁ—::(11t4—5)cos(%}t24—5t——10).
Piiklad 9.36: Jv
— = 1257 em®s ™.
dt

Priklad 9.37:  teplota roste o 14 stupiiii za hodinu.



