
V.1 Primitivńı funkce – úvod

Definice. Necht’ funkce f je definována na otevřeném intervalu I. Řekneme,
že funkce F je primitivńı funkce k f na I, jestliže pro každé x ∈ I existuje
F ′(x) a plat́ı F ′(x) = f(x).

Věta 1. Necht’ F a G jsou primitivńı funkce k funkci f na otevřeném
intervalu I. Pak existuje c ∈ R tak, že F (x) = G(x) + c pro každé x ∈ I.

Poznámka. Množinu všech primitivńıch funkćı k f na I znač́ıme sym-

bolem
∫

f(x) dx. Skutečnost, že F je primitivńı funkćı k f na I zapisu-

jeme ∫
f(x) dx = F (x) +C, x ∈ I.

Symbolem C označujeme množinu všech konstantńıch funkćı na R. Pak součtem

F + C mysĺıme množinu {F + h; h ∈ C}. Výše uvedený zápis lze potom chápat
jako rovnost množin. Podobně součtem

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx rozumı́me množinu

{F +G; F ∈
∫

f(x) dx, G ∈
∫

g(x) dx}

Větička 2. Plat́ı:

(1)
∫

xn dx = xn+1

n+1 +C na R (pro n ∈ N ∪ {0});
(2)

∫
xα dx = xα+1

α+1 +C na (0,+∞) (pro α ∈ R \ {−1}, pro α ∈ Z,
α < −1 také na (−∞, 0));

(3)
∫
1
x dx = log x+C na (0,+∞),

∫
1
x dx = log(−x)+C na (−∞, 0);

(4)
∫
expxdx = expx+C na R;

(5)
∫
sinxdx = − cosx+C na R,

∫
cosxdx = sinx+C na R;

(6)
∫

1
cos2 x dx = tg x+C na každém z interval̊u (−π

2 + kπ, π
2 + kπ),

k ∈ Z;
(7)

∫
1

sin2 x
dx = − cotg x + C na každém z interval̊u (kπ, (k + 1)π),

k ∈ Z;
(8)

∫
1√
1−x2

dx = arcsinx+C na (−1, 1);
(9)

∫
1

1+x2 dx = arctg x+C na R.

Větička 3. Necht’ f má na otevřeném intervalu I primitivńı funkci F,
funkce g má na I primitivńı funkci G a α, β ∈ R. Potom funkce αF +βG
je primitivńı funkćı k αf + βg na I.

Poznámka. Tvrzeńı předchoźı větičky často zapisujeme∫
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx.

To je správný zápis, pokud alespoň jedno z č́ısel α,β je r̊uzné od nuly. Nicméně př́ıpad

α = β = 0 je nezaj́ımavý.



Věta 4. Necht’ f je spojitá funkce na otevřeném neprázdném intervalu
I. Pak f má na I primitivńı funkci.

Poznámka. Pomoćı Věty 4 lze dokázat Větu III.19 o zavedeńı logaritmu.

Věta 5 (o substituci). (i) Necht’ F je primitivńı funkce k f na (a, b).
Necht’ ϕ je funkce definovaná na (α, β) s hodnotami v intervalu (a, b),
která má v každém bodě t ∈ (α, β) vlastńı derivaci. Pak∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) +C na (α, β).

(ii) Necht’ funkce ϕ má v každém bodě intervalu (α, β) nenulovou
vlastńı derivaci a ϕ((α, β)) = (a, b). Necht’ funkce f je definována na
intervalu (a, b) a plat́ı∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = G(t) +C na (α, β).

Pak ∫
f(x) dx = G(ϕ−1(x)) +C na (a, b).

Poznámka. Bod (ii) předchoźı věty plat́ı i za poněkud jiných předpoklad̊u: Necht’

funkce f má primitivńı funkci na (a, b) (což je splněno např́ıklad, je-li f spojitá na

(a, b)), funkce ϕ má vlastńı derivaci v každém bodě intervalu (α, β), je prostá na (α, β)

a zobrazuje tento interval na interval (a, b). Pak, plat́ı-li prvńı rovnost, plat́ı i druhá.

Věta 6 (integrace per partes). Necht’ I je otevřený interval a funkce
f a g jsou spojité na I. Necht’ F je primitivńı funkce k f na I a G je
primitivńı funkce ke g na I. Pak plat́ı∫

g(x)F (x) dx = G(x)F (x)−
∫

G(x)f(x) dx na I.

Poznámka. Předchoźı věta plat́ı i bez předpokladu spojitosti, rozumı́me-li rovnost́ı

rovnost množin. Přesněji: Má-li funkce Gf primitivńı funkci na I (a tedy množina

popsaná na pravé straně je neprázdná), pak i funkce gF má primitivńı funkci (a tedy

množina na levé straně je neprázdná) a plat́ı uvedená rovnost. Pokud množina napravo

je prázdná (tj. pokud funkce Gf nemá primitivńı funkci), je i množina nalevo prázdná

(tj. ani funkce gF nemá primitivńı funkci.


